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Aula 06 6

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
HOMOGENEAS COM COEFICIENTES
CONSTANTES. AUTOVALORES REPETIDOS




AUTOVALORES REPETIDOS

INTRODUCAO

Vamos concluir nossa discussao do sistema linear homogéneo com coeficientes
constantes x' = Ax analisando o caso em que a matriz A tem autovalores
repetidos (reais e complexos)

Lembre que vimos, na aula 06_3 (slides 31 e 32), que um autovalor repetido com
multiplicidade algébrica m = 2 pode ter multiplicidade geomeétrica menor do que
m. Em outras palavras, pode ter menos do que m autovetores linearmente
Independentes associados a esse autovalor.

O exemplo a seguir ilustra essa possibilidade.
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em X' = AX e rescrevendo o sistema como (A —rh)¢ = 0

geyt
obtemos a equacao para os autovalores r e também para 0s autovetores ¢ ...

Substituindo x



AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 1
Os autovalores s&o as raizes da equacao

1—1r -1

det(A —rl) = 1 3_

. =@r—-1Dr—-3)+1=r>—4r+4=(r—-2)>

Assim, os dois autovalores sao r, = 2 e r, = 2, ou seja, 0 autovalor 2 tem
multiplicidade algébrica 2.

Para determinar os autovetores, substituimos os autovalores na equacéao...

C D) =)




AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 1
Para o autovalor 2 encontramos...

a-mg=o = ('72 T)E)=0) = G DE)=0
Operando nas linhas e resolvendo obtemos uma Unica equacéao:
S R R I il

...portanto, uma unica condicéo ¢, + ¢, = 0, que determina ¢, em funcéo de ¢, ou
vice-versa. Entdo, um autovetor (para c=1) associado ao autovalor r = 2 é:

0= (=) omesoc=nw0=(2)

ou qualgquer multiplo ndo nulo desse vetor. Note gue existe apenas um autovetor

linearmente independente associado a esse autovalor duplo.
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AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 1
Desta forma a solugdo x = Ee™ procurada, de x' = Ax é: x(D(t) = ( 1 )eZt

Como néao ha uma segunda solucéo da forma x = &e™ temos que tentar outra

forma, mas nao temos certeza se existe esta segunda solucao independente,
lembrando que:

Se r = r; € uma raiz de multiplicidade m da equacdo caracteristica det(A — rl)
entao r, € um autovalor de multiplicidade algébrica m da matriz A.

Nesse caso, existem duas possibilidades: ou existem m autovetores linearmente

Independentes associados ao autovalor r;, ou existem menos do que m desses
autovetores.

Ainda lembrando a aula 06_3... 6




AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 1

No primeiro caso, sejam &D, ..., &M os m autovetores linearmente independentes
associados (todos eles) ao autovalor r, de multiplicidade algébrica m.

Entdo existem m solucdes linearmente independentes xM(t) = EDent, ..., xK®(t) =
EMent,

Assim, nesse caso, nhao faz diferenca que o autovalor r = r; seja repetido, pois
neste caso, ainda existe um conjunto fundamental de solucdes da forma ge".

Esse caso sempre ocorrera quando a matriz de coeficientes da matriz A for
hermitiana (ou real e simétrica, chamada também de autoadjunta).

Mas, e no segundo caso...



AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 1

Se a matriz de coeficientes A nao for autoadjunta, entdo podem existir menos do
que m vetores linearmente independentes associados ao autovalor r, de
multiplicidade algébrica m e, nesse caso, havera menos do que m solucdes da
forma §e"!' associadas a esse autovalor r;.

Portanto, para construir a solucao geral de x' = Ax, € preciso encontrar as outras
solucdes com estruturas diferentes de &e'.

Lembre que uma situacao semelhante ocorreu na aula 03_3 (slide 11) para a
equacao linear ay"+by'+cy=0 quando a equacdo caracteristica tinha uma raiz
duplar.

Naquele caso encontramos uma solugao exponencial y,(t) = e, mas uma
segunda solucao independente tinha a forma y,(t) = te. Com esse resultado em
mente, vamos considerar o exemplo a seguir:



AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2

Encontre o conjunto fundamental de solucdoes do x' = (1 _1)X
1 3

exemplo 1 e desenhe um retrato de fases para esse

sistema

Como ja vimos no campo de direcles, parece gque todas as solucbes nao nulas se
afastam da origem...

NNt RN Y
, ~ N N\ \ |

Sabemos que r = 2 é um autovalor duplo que tem SIS b

um anico autovetor associado independente, que SISV aE b

podemos escolhemos como gm0 § DESE S5 LA

s /=277 /=17 N~—] =D
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E sabemos que uma solugdo € xV(0) =~ Je*e {111 HITIIIS

gue nao existe outra com esta forma &e".




AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2

Com base no procedimento usado para equacoes lineares de segunda ordem na
aula 03 3 (slide 11) parece natural tentar encontrar uma segunda solucao na
format ge"

Neste caso 0 autovetor § nao esta determinado, ¢ € um vetor constante a ser
encontrado. Substituindo x = §te? na nossa equacao x' = A x obtemos

Lol + 28te?t = A Ete?t 28te’t + &e’t — Agte?t =0

Para que seja satisfeita a igualdade a zero para todo t, € necessario que 0s
coeficientes de te? e de et sejam nulos.

Do termo e?, vemos que &=0

Entdo ndo existe solucdo ndo nula deste sistema x' = A x na forma x = §te# 10




AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2
Como 2&te?t + Ee?t — A&te?t = 0 contém termos em te?t e e, parece que, além de

¢te?t, a segunda solucado tem que conter, também, um termo da forma ne? (para
poder zerar o coeficiente perante o exponencial e?t sem zerar o autovetor) em

outras palavras, precisamos supor gue
x = &tet + ne?t

em que ¢ e n sao vetores constantes que deverao ser determinados.
Novamente testamos esta opcao, substituindo x = §te?t + ne? na nossa equacao

X'=AX...
Lol + 2Ete?t + 2ne?t = A(Ete?t + ne?t)

28tet + (X + 2m)e?t = Atte?t + Ane?!
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AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2
Obtivemos... 28te?t + (¥ + 21n)e?t = Atte?t + Ane?t

Ilgualando os coeficientes de te?t e de e de cada lado encontramos que A = 2&
and An = & + 2n ou escrito de outra forma:

(A-2DE=0 e (A-2Dn=¢
A equacao para(A — 2I)¢ = 0 sera satisfeita se & for um autovetor de A associado
ao autovalorr =2, ou seja, & = (_11)
Vamos resolver agora a equacao (A — 2I)n = € operando na matriz estendida...

7|56

o om=—t-mon=(_4", )on=(2)+r()

12




AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2

entao, substituindo § e n na nossa proposta de solucdo x = {te?t + ne?t obtemos:

X = (_11) tet + (_01) e’t +k (_11) e?t

O ultimo termo &, simplesmente, um mdultiplo da primeira solucao xM(t) que era
xD(t) =c (_11) e?t e portanto ja esta contemplado nela e pode ser ignorado, mas
0s dois primeiros termos constituem uma nova solugao:

x@(t) = (_11) 2t 4 (_01) o2t

13




AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2 xw@=(L)exr  x@@= (1) +(2)ex

Um calculo elementar mostra que W[x x)](t) ndo se anula nunca...

eZt teZt

4t
= —e =+ O
_62t teZt . eZt

wx®,x®](¢) =

portanto, X e x@ formam um conjunto fundamental de solucdes de x' = AxX.
A solucao geral é

x(t) = clx(l) (t) + CZX(Z) (t) = ¢4 (_11) e2t 4 C, [(_11) te?t 4+ (_01) eZt]

Vamos agora ver o comportamento desta solucéao geral...
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AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2 x(0) = axOO + ex@©) = ey (1) e + e (L) ee2 +(2)) €]

-1 -1 -1
As principais caracteristicas do retrato de fase para esta solucdo x sao
consequéncias da presenca do fator exponencial et em todos os termos.

Portanto, quando t — — « a solucao x — 0 e, a menos que ambos ¢, e ¢, sejam
nulos, quando t — « X torna-se ilimitada.

Se ¢, e ¢, ndo forem ambos nulos, entéo, ao longo de qualquer trajetoria, teremos:

. Xa(t) . —C1—Ct — ¢y
lim = lim —
t—oo x1 (t) t—oo C1 + Czt

-1

Portanto, quando t — — «, todas as trajetorias se aproximam da origem e Sao
tangentes a reta x, = —x, determinada pelo autovetor... e quando t — <, a
Inclinacédo de cada trajetoria também se aproxima de —1....vejamos a figura....

15



AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2

Quando t — — «, todas as trajetorias se
aproximam da origem e sao tangentes a
reta X, = —X;.

Quando t — <, a inclinacao de cada
trajetoria também se aproxima de —1.

No entanto, € possivel mostrar que as
trajetorias ndo se aproximam de
assintotas quando t — « (somente se
tornam paralelas a x, = —x,).

O padréo de trajetorias nessa figura e
tipico de sistemas (2x2) x' = Ax _com
autovalores iguails e apenas _um
autovetor independente.

x(t) = ;XD (t) + c,xP () = ¢4 (

1
-1

x(1)

)eZt + ¢, [(_11) te?t + (
X5 4
x'2H ()
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AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2 x(t) = ;XD (t) + c,xP () = ¢4 (_11) e’t + ¢, [(_11) te?t + (_01) eZt]
Neste caso a origem é chamada de no (1) X4
improprio e é instavel (autovalores x:11)

POSItivos)

Se o0s autovalores forem negativos,
entao as trajetorias serao semelhantes,
mas percorridas em sentido oposto e o
N0 sera improprio e assintoticamente
estavel.

Vejamos agora os graficos em funcao do
tempo, por exemplo de X,

17




AUTOVALORES REPETIDOS

EXEMPLO 2 x(8) = crxD (1) + xP (1) = ¢4 (_11) e+ |( : Jee* +( ¥ )e*|

-1

Graficos tipicos de x; em funcao de t

aparecem na figura ao lado... )
Lembrem que a solucao acima pode ser 2|
reescrita também da seguinte forma: :
_ 1Y 2¢ 1 2t 0 2t |
X(t) = ¢ (_1)6 + ¢, [(_1)te +(_1)e ] 1 ; -

~1
(xl(t)) B ce?t + c te?t
x2(t) —(cq + cp)e?t — ¢, te?t 2F
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AUTOVALORES REPETIDOS

CASO GERAL

Vamos supor que o sistema x' = Ax tem um autovalor r = p que é um autovalor
duplo de A, mas que tem apenas um autovetor associado independente &.
Entao a primeira solucéao é:
x (1) = gept
em que & satisfaz:

(A-pl)g =0
Procedendo como no Exemplo 2, vemos que uma segunda solucéo é
X = Etert + nert
em gue n € determinado por:

(A-pl)n=¢&

19



AUTOVALORES REPETIDOS

CASO GERAL

Embora det(A — pl) = 0, pode-se mostrar que € sempre possivel resolver a
equacao (A-pl)n =& paran

A duvida sobre a existéncia da solucao dessa equacao poderia surgir do fato de
gue se p € um autovalor, e portanto det(A — pl)=0, entdao sabemos que (A — pl)=b
nao tem solucéo para todo b. Mas no nosso caso pode ser mostrado (n&o e feito
aqui) que (A-ph)n = & sempre tem solucao.

Note que, se multiplicarmos ambos termos de (A-pl)n = § por (A — pl) e usarmos o
fato de que (A-pl)§ = 0 obteremos

(A-pl)m =0

O vetor n é conhecido como de autovetor generalizado da matriz A,
associado ao autovalor p.

20



AUTOVALORES REPETIDOS

MATRIZES FUNDAMENTAIS

Como explicado na aula 06_5, matrizes fundamentais sao formadas colocando-se
solucoes linearmente independentes em colunas.

. , . , (1 -1
No exemplo 1 nosso sistema x =Ax fol. x'= (1 )x

~ . Wy — (1Y, 2t w@pey = (1 2t 0 2t
e as duas solugdes encontradas foram: x(t) (_1) e, x 2 (t) (_1) te™ + (_1) e
Portanto a matriz fundamental correspondente ao sistema x =AXx é:
2t 2t
wo = (%, 5 )=e(l )
—e —te“t —e -1 —-t—1

Como encontrar a matriz fundamental especial ® que satisfaz ®(0) =1 ? ”




AUTOVALORES REPETIDOS

MATRIZES FUNDAMENTAIS

A matriz fundamental especial ® que satisfaz ®(0) = | pode ser imediatamente
encontrada através da relacdo @(t) = W(t)¥-1(0) em que:

vo)=(1, °) wro=(" °)

—1 -1 1 -1
A matriz W-1(0) foi encontrada assim: (_11 _01 (1) (1))*((1) _01 1 (1))*((1) (1) _11 _01)
Assim encontramos <l>(t)=ez’f(_11 _tt_ 1)(_11 _01)=62t(1;t t:—tl)

Esta Ultima matriz € também a matriz exponencial eAt
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AUTOVALORES REPETIDOS

FORMAS DE JORDAN

Como vimos na aula 06_5, uma matriz A (nxn) so pode ser diagonalizada se tiver
um conjunto completo de n autovetores linearmente independentes.

Se existirem menos autovetores (devido a autovalores repetidos), entao A sempre
pode ser transformada em uma matriz J guase diagonal denominada “forma
canodnica de Jordan” que tem os autovalores de A em sua diagonal principal, o
numero 1 em determinadas posicoes acima da diagonal principal e o numero O
em todos os outros lugares.

Vamos mostrar iISso no caso da matriz A dada para o sistema do exemplo 1
I 1 _1
X' =(; 5 )x

com os auoaloes =1 =26 (1) m=(0)4k(})
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AUTOVALORES REPETIDOS

FORMAS DE JORDAN e=(2)  n=(C)+k()

Para transformar A na sua “forma canoOnica de Jordan”, construimos a matriz de
semelhanca T com o Unico autovetor ¢ na sua primeira coluna e com o autovetor
generalizado n (com k = 0) na segunda coluna

Entao, T e sua inversa sao dadas por T = ( 10 ) T = ( LY )
Portanto segue que J =T AT = (_11 _01) [(1 _31) (—11 —01)] B ((2) é)

Esta matriz J é a “forma canodnica de Jordan” da matriz A.
Ela é tipica de todas as formas de Jordan por ter o numero 1 acima da diagonal
principal na coluna correspondente ao autovetor que esta faltando (e que foi

substituido em T pelo autovetor generalizado). 2
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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