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AUTOVALORES COMPLEXOS

INTRODUCAO

Vamos continuar com nosso sistema de n equacoes lineares homogéneas com
coeficientes reais constantes...

X1 = A11X1 + Q12X + -+ A1 Xy
Xy = Ay1X1 + Ay0Xy + + + AypXy,

(1)

x1’1 An1X1 + Ap2Xo Tt ApnXn

Este sistema pode ser reescrito como x' = AX , em que a matriz A é real:

x1(t) air Q12 0 QAqp
a a eo e a
x(t) = | %2V a=| G2 T

xn(t) An1 Qn2 **° Qnn




AUTOVALORES COMPLEXOS

INTRODUCAO

Sabemos que x = ge' é a solucao do sistema sempre que r seja um autovalor e §
um autovetor da matriz de coeficientes A.

Lembre que os autovalores ry, ..., I, de A s&o0 as raizes da equacgao caracteristica
det(A-rl) €=0 e os autovetores correspondentes satisfazem (A-rl) €&=0

Se A for real, os coeficientes na equacao polinomial det(A-rl) €&=0 para r serao
reais e 0s autovalores complexos terdo que aparecer em pares conjugados.

Por exemplo, se r; = A + iy for um autovalor de A, em que A e J sao reais, entao r,
= A — iy também o sera.

Para explorar o efeito de autovalores complexos, vamos comecar com um
exemplo....




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 1
Encontre um conjunto fundamental de solucdes reais para o sistema

X,:(—1/2 1 )X

-1  -1/2
Desenhe um retrato de fase e faca os graficos das componentes das solucoes.
. . . ~ x2“
Pgra t_er uma ideia do tipo de solu.(;oeNs podemos ;:::::::::2\;&;& SN
primeiro desenhar o campo de direcoes, dando ii:/,::::\\§§§§§§§ § ? }

, A o e g e ~ NN N\
valoresaxlexze_ca!cylandox i ;;:::::Z:\tQNH; ; ; ; !
vemos que as trajetérias no plano de fase séo 22?22;?::::5!}; } ; ey

. . . . . Pl N
espirais aproximando-se na origem no sentido /,(2/,{?<<§///1 AT
horario. EEE RN 1 2 el A
' 1T 11V ANN\NNN-T~——rrrrrrn 7
‘\\\\\\\\\\ \\\\\\ P o
- BRE E 0§ o e s
Para encontrar um conjunto fundamental de yyyyssss 2 —Z
solucbes substituimos x = &e™ em (A-rl) §=0... e R e .




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 1 x' =

Desta forma obtemos o conjunto de equacles lineares algébricas para os
autovalores e autovetores de A

(_1/—21_ ' —1/; — r) (2) B (8)

Determinamos os autovalores r resolvendo a equacéao caracteristica:

—-1/2 —r 1 ~ 5 o, 5
‘ _q _1/2—1 =r+1/2)°+1=r +’r+4
—1+1%2—-4(5/4) —-1+2i 1
De formaque: r = \/ 5 (/)= > =—§ii

portanto, os autovaloressaor, =-%2+1 er, =-%-1. ;




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 1
O autovetor parar =r, = -¥2 + i se obtém (como sempre) resolvendo...

A-TDE=0e (_1/—21_ ' —1/; - r) (2) =)= (1 2) (2) ()= ) (2) = (o)
oquelevaa... (_11 _il. 8) - ((1) (l) 8) - &) = (_gfz)

Pois obtivemos um Unica equacéo &,+i&,=0 de onde &,=-i¢, de forma que temos
uma equacao com duas incognitas...

o . 1
Escolhendo, um valor arbitrario para &,, por exemplo | obtemos: g = (l)

Portanto nosso primeiro autovetor é g = ((1)) +i ((1))




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 1
Da mesma forma parar=r,=-%-1...... resolvendo...

a-mg=0e (277 _ L (E) ==, DE)=O = DE)=0)

o que leva a ... (_11 _l.i 8) - ((1) _Oi 8) - §?) = (igzz)

Pois obtivemos um unica equacao &;-i£,=0 de onde &,= i§, de forma que temos
uma equacao com duas incognitas...

A Lo 1
Escolhendo, por conveniéncia o valor arbitrario —I para &,.... §2) = (—i)
Portanto o segundo autovetor é £2) = (1) + i( 0 )
0 -1




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 1
Desta forma, um conjunto fundamental de solucoes é
@ ey — (1) (-3t @ _ (1Y) (-2
X (t)—(i)e( 2 ) X —(_i)e( 2 ) (2)

Para obter um conjunto de solucoes reals, precisamos encontrar a parte real e a
parte imaginaria de x® ou de x®. De fato,

t t
t —_— .
xD(t) = (1) e 2(cost+isent)= ( e zcost ) + i(e - sen t)

l = _L
—e 2sent e 2CoSst
Portanto, um conjunto _t/ cost _ '
J u(t) =e 2 ( . ) v(t) = e t/? (smt)
—SIint cost

de solucles reais é

Para verificar se u(t) e v(t) sdo linearmente independentes (e portanto formam
um conjunto fundamental de solucoes), vamos calcular seu wronskiano... 6




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 1

Wievl(t) = | € COS e Si — et =
[, v] () —e t2gsint e t/%cost

Como o wronskiano W(u,v)(t) nunca se anula, segue que u(t) e v(t) formam um
conjunto fundamental de solucdes (reais) da equacao x '=Ax e a solucéo geral &
X = C.U + C,V

Agora que temos as solucoes podemos construir o retrato de fases delas dando
valores a t e calculando as funcOes u e v para diferentes valores das constantes c,
e C, (nao confundir as solugcdes u e v com suas coordenadas X, € X,)

X1 e t/2 cost) (e‘t/z sin t)
X = ( ) =C ( _ + C
\—e~t/25int 2\e~t/2 cost




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 1 X = (xl) =Cl(e_t/zcost>_*_c (e"t/zsint>

—et/2sint “\e~
Para t=0 vemos que os pontos (1,0) e (0,1)
pertencem a: 1 0
u(t) = (O) v(t) = (1)

C . . Be
Todas as trajetdrias se aproximam da origem / 2
ao longo de uma espiral quando t — <,

formando uma infinidade de caminhos em

'] r
torno da origem; isto se deve ao fato de que
as solucoes sao produtos de uma | | |

exponencial decrescente com fatores seno ou 7 21
cosseno (ha que analisar a dependéncia de
cada solucéo em funcao de t para ver isso). ~1

A origem é chamada de ponto espiral e é =
assintoticamente estavel, j4 que todas as v(t)

trajetorias se aproximam dela quando t

aumenta

10




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 1 _ (*1\ _ e_t/zcost) (e‘t/zsint)
x= (xz) - a (—e‘t/z sint e e t/? cost
Alguns gréficos tipicos de x; em funcdo de t estdo na figura abaixo; cada um representa uma

oscilacdo decrescente no tempo. \
X4

A figura do slide anterior (espiral) é caracteristica de
sistemas 2x2 x' = AX cujos autovalores sdo complexos
com parte real negativa.

Para um sistema cujos autovalores tém parte real
positiva, o sentido do movimento € oposto, se
afastando da origem, e as trajetorias sao ilimitadas.
Nesse caso, a origem € instavel.

Se a parte real dos autovalores é nula, entao as
trajetérias nem se aproximam da origem nem se
tornam ilimitadas, mas, em vez disso, percorrem,
repetidamente, uma curva fechada em torno da origem.
Nesse caso, a origem €& chamada de centro e é
também dita estavel, mas nao assintoticamente
estavel. 11




AUTOVALORES COMPLEXOS

AUTOVALORES E AUTOVETORES CONJUGADQOS

Vamos retornar o raciocino do slide 3 (antes do exemplo 1), onde analisavamos o
gue acontece se 0s autovalores sdo complexos.

Tinhamos estabelecido que se A for real, os coeficientes na equacao polinomial
det(A-rl) €&=0 para r serao reais e 0s autovalores complexos terdo que aparecer
em pares conjugados...ou seja serao complexos conjugados (como vimos no
exemplo 1 entrer; er,).

Logo, se o0s autovalores s&o complexos conjugados o0s autovetores
correspondentes tambem serdo complexos conjugados! pois como A e | tem
componentes reais Seus complexas conjugadas sao iguais a elas

mesmas....portanto:
A-rDED =0= (A-#DED =0 = (A -r,DE? =

portanto x(2) = g@er2t = W2t = (1)

12




AUTOVALORES COMPLEXOS

AUTOVALORES E AUTOVETORES CONJUGADQOS

Portanto, como no Exemplo 1, podemos encontrar duas solucoes reais da Eqg. (1)
correspondentes aos autovalores r; e r, escolhendo a parte real e a parte
imaginaria de x(t) ou de x®@(t) dadas pela Eqg. (2) no slide 8.

Vamos escrever &1 = a + ib, em que a e b sdo matrizes reais; entao,
x(D) = gWe@+it — (3 4 jb)et(cosut +isinut) =er(acosut —bsinut) +iet(asinut +bcosut)
=u(t) + iv(t)

emque... u(t) =e*(acosut—bsinut) e v(t) = eM(asinut +bcosut) (3)

serao solucoes reais de x =Ax e sao linearmente independentes (veja o Problema
27 NOs exercicios propostos desta aula)

13




AUTOVALORES COMPLEXOS

RESUMO
Se a matriz A tem dois autovalores complexos r, = A +iger, =A — id, € Se 0S
outros valores rs, . . ., r, S8o reais e distintos com os autovetores associados &b =

a+ib,§d=a—ib, €3, ..., &M entdo a solucdo geral da Eqg. (1) é
X = cyu(t) + cuv(t) + c3E®e™t 4 o 4 ¢ F(Went
em que u(t) e v(t) sdo dados pelas Eqgs. (3) do slide 13.

Lembrar que essa analise se aplica apenas guando a matriz de coeficientes A na
Eg. (1) for real, pois sO0 nesse caso 0s autovalores e autovetores complexos tém
gue aparecer em pares complexos conjugados.

14




AUTOVALORES COMPLEXOS

COMENTARIO

Para sistemas 2x2 com coeficientes reais, completamos nossa descricao dos trés
casos principais gue podem ocorrer.

1. Autovalores reais com sinais opostos; x = 0 € um ponto de sela.
2. Autovalores reais diferentes, mas com o mesmo sinal; X =0 é um no.
3. Autovalores complexos e parte real diferente de zero; x = 0 € um ponto espiral.

Outras possibilidades sao menos importantes e ocorrem como transicao entre
dois dos casos gque acabamos de listar.

Por exemplo, um autovalor zero ocorre durante a transicao entre um ponto de
sela e um no. Autovalores imaginarios puros ocorrem durante a transicao entre
pontos espirais assintoticamente estaveis e instaveis. Finalmente, autovalores
reais e iguais aparecem durante a transicao entre n0s e pontos espirais.

Vejamos mais um exemplo... g




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 2

O sistema x '=Ax contém um parametro a. Descreva como as solucfes dependem
gualitativamente de a; em particular, encontre os valores criticos de a nos quais o
comportamento qualitativo das trajetorias no plano de fase muda drasticamente.

x' = (_0(2 3)x

O comportamento das trajetorias é controlado pelos autovalores da matriz de
coeficientes. Substituindo x = Ee" e reescrevendo o sistema como (A-r)¢ =0

a—1r 2 51) (0
(“5 2(E)=0)
Resolvendo r em funcao de a obtemos (através da equacao caracteristica)...

a+vVa?—16
2

‘(X—T

2 _ _ 2 _
9 _r‘—r(r aA)+4=r“—ar+4=>r=

16




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 2

a+vVa?—16
r = >

Segue gue os autovalores sao complexos conjugados para —4 < a < 4 e reais nos
outros casos.

Assim, dois valores criticos sédo a = -4 e a = 4, em que 0s autovalores mudam de
reais para complexos, ou vice-versa.

Para a < -4, ambos o0s autovalores sao negativos, de modo gque todas as
trajetorias se aproximam da origem, que € um no assintoticamente estavel.

Para a > 4, ambos o0s autovalores sao positivos, de modo gue a origem ¢€,
novamente, um no, soO que, desta vez, instavel; todas as trajetorias (exceto x = 0)
tornam-se ilimitadas.

17




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 2 a+VaZ —16

a 2
No intervalo intermediario -4 < a < 4, os autovalores sao complexos e as
trajetérias sdo espirais, porém, para -4 < a < 0, a parte real dos autovalores é
negativa, as espirais estao orientadas para dentro, e a origem é assintoticamente

estavel, enquanto, para O < a < 4, a parte real dos autovalores € positiva e a
origem é instavel.

Assim, a = 0 tambéem é um valor critico, em que o sentido do movimento espiral
muda de dentro para fora. Para esse valor de a, a origem & um centro e as
trajetorias sao curvas fechadas em torno da origem, correspondendo a solucdes
periddicas no tempo.

Os outros valores criticos, a = +4, geram autovalores reais e iguais. Nesse caso a
origem é, novamente, um no.
Vejamos um exemplo do caso de um sistema gque nao seja 2x2... 18




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3

Considere um sistema de duas massas e ky | ky | ks
trés molas (slide 4 aula 06_1) mas sem Wgﬂg
forcas externas (ou seu equivalente | X, | x, |

;Lo L1, |
elétrico sem fonte externa)... | —

Neste caso as equacdoes do movimento apresentadas na aula 06 _1 ficam:

d2
my d;l = —kyx;1(t) — k5 (x1 (t) — x; (t)) = —(kq + k2)x1(t) + kpx,(t)

2
d“x,
dt?
Essas equacdes podem ser resolvidas como um sistema de duas equacoOes de

segunda ordem mas, como exemplo da nossa abordagem neste capitulo, vamos
transforma-las em um sistema de quatro equacoes de primeira ordem...

m; = —k3x,(t) — k; (xz (t) — x1(t)) = —(k3 + k3)x,(t) + kx4, (t)

19




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3
2 | |
my dd:;l = —(ky + k2)x1(8) + kox,(t) ky n; ks T’”W
d*x, | -q'i HE |
M2 gz = — (k3 + k2)x5 () + kyx(2) ii,_ ii‘*

Para transformar essas duas equacOes de segunda ordem em um sistema de
quatro equacoes de primeira ordem consideramos Y, = X; , Y, =X, , Y3 =X, Y4 = X5

Logo vemos, pela nossa substituicao, que y,"=y; e Yy, =Yy, etambem:
myys = —(ky + k2)y1 + ko v myy, = —(ky + k3)y, + kyys
Suponhaquem; =2, m,=9/4,k; =1,k, =3 ek; =15/4

Analise 0os movimentos possiveis descritos por estas equacOes e desenhe
graficos mostrando comportamentos tipicos.

20




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3 m=2 m,=9/4 k;=1 k,=3 ky = 15/4
Primeiro escrevemos o sistema de 4 equacoes na forma matricial...

Y1: = Y3

0 O 1 O
Yo = Y4 /() 0 0 1\
. k1+k2 +k2 3
Y3 = m Y1 ml}’z y =| =2 > 0 0 |y=Ay
, _kz k2+k3 4
Y4—m2}’1 m, y2 \5 -3 0 O/

Supomos, como sempre, que y = &e", em que r tem que ser um autovalor da matriz
A e ¢ um autovetor associado. Resolvemos det(A-rl) &€=0

E possivel, embora trabalhoso, encontrar os autovalores e autovetores de A
manualmente, mas é mais facil com algum software apropriado...

O polinbmio caracteristico da matriz A acima & r* + 5r> + 4 = (r’+1)(r*+4) = 0

21




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3
de modo que os autovalores séor, =1, r, = —I, r; = 21 e r, = =21. Os autovetores
associados sao
3 3 3 3
W= 2 @ = 2 @ 4 @ 4
$ 3i $ —3i $ 61 ¢ —61
21 —2i —8i 8i

As solucoes complexas et e €2e-t (com os autovetores &V e &2) (assim como
EB)elit @ EMe—2) sgdo complexas conjugadas.

Portanto podemos encontrar duas solucdoes reais usando as partes real e

imaginaria de uma das solucbes complexas. Por exemplo, a partir de &De
obtemos...

22



AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3
3 3cost 3sent

(1) ait — 2 . _ 2cost .| 2sent _ (D . (1)

& e 31 (cost +isent) 3o t + i 3 cos ¢ u-(t) +ivi(t)
21 —2sent 2cost

Da mesma forma, como £Re® e &#e-t sdo complexas conjugadas, podemos
encontrar duas solucoes reais usando as partes real e imaginaria de uma das duas
solucdes complexas, assim a partir de et obtemos:

3 3 cos 2t 3sen 2t
a2t — [ —4 : _ | —4cosit | —4senZt | _ (2 . (2)
&e 6i (cos 2t + i sen 2t) 6 sen 2t + i 6 cos 2t u“’(t) + ive/(t)

—8i 8 sen 2t —8 cos 2t

23




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3

E facil demonstrar calculando o Wronskiano que u®, u®, v, v@ sio linearmente
Independentes e formam um conjunto fundamental de solucdes, de forma que a
solucao geral é:

3cost 3sent 3 cos 2t 3sen 2t
2cost 2sent —4 cos 2t —4 sen 2t
= 4
y == —3sent = 3cost +Cs —6 sen 2t TG 6 cos 2t ( )
—2sent 2cost 8 sen 2t —8 cos 2t

O espaco de fase para esse sistema € 4D, e cada solucao (obtida para um conjunto
particular de valores parac,, . . ., Cc,), corresponde a uma trajetoria nesse espaco.

Como todas as solucdes sao periodicas com periodo 21T, cada trajetoria € uma
curva fechada (nao importa onde a trajetdria comeca em t = 0, ela retorna a esse
ponto em t = 2m, t = 41, e assim por diante, percorrendo a mesma curva
repetidamente em intervalos de tempo de comprimento 21r). "




AUTOVALORES COMPLEXOS

3cost 3sent 3 cos 2t 3sen 2t
EXEMPLO 3 _ 2cost 2sent —4 cos 2t —4sen 2t
y =c; + ¢, +c3 + ¢y (4)

—3sent 3cost —6 sen 2t 6 cos 2t
—2sent 2cost 8 sen 2t —8 cos 2t

Nao é possivel ver as trajetorias 4D. Mas podemos ver as projecOes das trajetorias em
pares de planos, por exemplo nos planos y,y,; para a massa 1 ou y,y, para a massa 2.

Os dois primeiro termos de (4) descrevem movimentos com frequéncia 1 e periodo 21r.
Note que y, = (2/3)y, em ambos os termos e que y, = (2/3)y; (compare as linhas de (4))

Isto significa que as duas massas se movem para a frente e para tras, juntas, sempre no
mesmo sentido, mas com a segunda massa percorrendo apenas dois tercos da distancia
percorrida pela primeira.

Vamos analisar a solucao u®(t) (v(t) pode ser analisada de forma semelhante). A ideia é
desenhar y, e y, em funcao de t nos mesmos eixos...

25




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3 3cost 3sent 3 cos 2t 3sen 2t
_ 2cost 2sent —4 cos 2t —4 sen 2t 4
Y=Cl 3cent | T2 3c0st || —6sen 2¢ “4| 6cos 2t (4)
—2sent 2cost 8 sen 2t —8 cos 2t

Se desenhamos y, e y, em funcdo de t no mesmo grafico, obtemos cossenos com amplitudes 3 e 2,
ver figura (a).

A trajetdria da primeira massa no plano de fases y,y, permanece no circulo de raio 3 na Figura (b),
percorrido no sentido horario comecando no ponto (3,0) e completando uma volta em um tempo 2.

Essa figura também mostra a trajetoria da segunda
massa no plano y,y,, que permanece no circulo de
raio 2, também percorrido no sentido horario,
comecando em (2,0) e também completando uma
volta em um tempo 21r.

¥ty =4

A origem & um centro nos planos y,y; e y,Y,.

Graficos semelhantes (com um deslocamento @ ®
apropriado no tempo) sao obtidos para viY) ou uma
combinacdo linear de u® e v, 26




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3 3cost 3sent 3 cos 2t 3sen 2t
_ 2cost 2sent —4 cos 2t —4 sen 2t 4
Y= _3gent | T2 3cost | 73| —6sen2e | T\ 6cos 2¢ (4)

—2sent 2cost 8 sen 2t —8 cos 2t

Os dois termos remanescentes a direita do sinal de igualdade em (4) descrevem
movimentos com frequéncia 2 e periodo 11. Observe que, nestes caso, y, = —(4/3)y, ey, =

~(413)ys,
Isto significa que as duas massas estao sempre se movendo em sentidos opostos e que

a segunda massa percorre quatro tercos da distancia percorrida pela primeira.
Considerando apenas u®(t) (que é a terceira solucdo na combinacao linear) e fazendo os

graficos de y, e y, em funcdo de t nos mesmos eixos, obtemos a figura (a).

4 B Iy Y2 ™ ol
1 \‘f \

Existe uma diferenga de fase de 1, e a amplitude de y, € - :': ".‘
quatro tercos da amplitude de vy,, confirmando as P .:' o\

| | |
afirmacdes precedentes sobre o movimento das massas. ;\/‘; ;‘Uz‘ ‘ ;v:‘ 1‘?\/f t
2 | ’: ll‘l. ',' 1“ ;:l 111

\\.’ \J/ o
27




AUTOVALORES COMPLEXOS

EXEMPLO 3 3cost 3sent 3 cos 2t 3sen 2t
_ 2cost 2sent —4 cos 2t —4 sen 2t 4
Y=%\ _3¢ent TG 3cost s —6 sen 2t T e 6 cos 2t (4)

—2sent 2cost 8 sen 2t —8 cos 2t

A figura (b) mostra as trajetorias das duas massas em seus respectivos planos de fase.

Ambas sao elipses, a interna correspondendo a primeira massa, € a externa, a segunda.
A trajetoria da elipse interna comeca em (3,0), e a da elipse externa, em (—4,0).

Ambas sao percorridas no sentido horario, e a volta é completada em um tempo 1. A
origem é um centro nos planos respectivos y,y; e Y,y,. Mais uma vez, graficos
semelhantes sao obtidos de v{? ou de uma combinacéo linear de u@ e v(),

Estes tipos de movimento descritos séo ,, .
. 4= " "z n
chamados de modos fundamentais de I

vibracdo para o sistema com duas :f| ! : AW AV :
massas. Cada um deles resulta de BRERAERE |
.4 + =

condicOes Iniciais bem especiais. Por e A Bk 1.1'2 R
exemplo, para obter o0 modo | '1 ;’ '1‘ v \
fundamental de frequéncia 1, ambas as || Y 1/ Y % gl
constantes c, e ¢, tém que ser nulas. = e ! ’ )




AUTOVALORES COMPLEXOS

3cost 3sent 3 cos 2t 3sen 2t
EXEMPLO 3 _ 2cost 2sent —4 cos 2t —4sen 2t
y =c; + ¢, +c3 + ¢y (4)

—3sent 3cost —6 sen 2t 6 cos 2t
—2sent 2cost 8 sen 2t —8 cos 2t

Lembrar que as constantes dependem das condicdes iniciais do movimento (condicdes
sobre a posicao (y, e y,) e velocidades (y; e y,) inicias das massas m; e m,, ver
equacoes do slide 20).

Ambas as constantes c; e ¢, tem que ser nulas se as posicoes de m; e m, em t=0 s&o
3y,(0) = 2y,(0) e suas velocidades iniciais sdo 3y,(0) = 2y,;(0), pois nao ha como
satisfazer essa condicdo inicial utilizando as solucdes u®® e v@ (as duas ultimas)
obrigando a colocar c; e c, iguais a zero. Somente as duas primeiras cumprem essa
condicao!

De maneira similar, o0 modo fundamental de frequéncia 2 s6 € obtido quando ambas as
constantes c, e ¢, sdo nulas, ou seja, quando as condicOes iniciais sao tais que 3y,(0) =
—4y,(0) e 3y,(0) = —4y;(0).

Evidentemente, das infinitas possiveis condicdes iniciais, so0 nesses dois casos teremos
0os modos fundamentais puros, para condicoes iniciais mais gerais, a solucado é uma
combinacao dos dois modos fundamentais. 2
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3cost 3sent 3 cos 2t 3sen 2t
EXEMPLO 3 _ 2cost 2sent —4 cos 2t —4sen 2t
y =c; + ¢, +c3 + ¢y (4)

UMNIVERSIDADE FEDERAL DO PARAMNA

—3sent 3cost —6 sen 2t 6 cos 2t
—2sent 2cost 8 sen 2t —8 cos 2t

Por exemplo, na figura (a) abaixo temos um grafico de y, em funcao de t para um caso
geral, e a projecao da trajetoria correspondente no plano y,y; esta na figura (b).

Esta ultima figura ndo se cruza (é uma projecao), pois cruzamento no espaco 4D nao
podem ocorrer na trajetoria, pois violaria o teorema geral de existéncia e unicidade que
diz que ndo podem existir duas solucoes (y; e y;) saindo do mesmo ponto inicial e serem
diferentes...(e aqui poderiamos colocar a condicao inicial nesse ponto de cruzamento, se
ele existisse, violando o teorema)

Y1

/\ /\/\f\/\ N
/ 5\/ 1\/15 \t

.
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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