EQUACOES DIFERENCIAIS
PARA ENGENHARIA ELETRICA
TE 315

Aula 06 3

SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
HOMOGENEAS COM COEFICIENTES
CONSTANTES




INTRODUCAO

Vamos concentrar a maior parte da nossa atencao em sistemas de equacoes
lineares homogéneas com coeficientes constantes reais:

X1 = A11X1 + Q12X + -+ A1 Xy
Xy = Ay1X1 + Ay0Xy + + + AypXy,

(1)

Xy = Ap1X1 + ApoXy + o+ + App X

Este sistema pode ser reescrito como x' = Ax , em que:

x1(t) air Q12 0 QAqp
a a eo e a
x(t) = | ¥2(O A= 2T o

xn(t) An1 Qn2 **° Qnn




SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

INTRODUCAO
Se n =1, entdo o sistema se reduz a uma uUnica equacao de primeira ordem

x' = ax = x(t) = ce™
Note que x = 0 é a Unica solucéo de equilibrio quando a # 0.

Se a < 0, as solugcoes tendem a x = 0 quando t aumenta e, neste caso, dizemos
gue x = 0 € uma solucao de equilibrio assintoticamente estavel.

Por outro lado, se a > 0, entao x = 0 é instavel, j& que as outras solucdes
(diferentes de x=0) se distanciam dela quando t aumenta.

Para sistemas de n equacoes, a situacao € semelhante, porem mais complicada.
Para encontrar as soluctes de equilibrio ha que resolver Ax = 0.




SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

INTRODUCAO

Em geral, ao resolver Ax = 0 vamos supor nesta aula que det A # 0, de modo que
a unica solucao de equilibrio é x = 0.

Uma pergunta importante € se as outras solucoes (alem de x=0) se aproximam ou

se afastam de x=0 quando t aumenta, em outras palavras, x = 0 e
assintoticamente estavel ou instavel? Existem outras possibilidades?

O caso n = 2 é particularmente importante pois permite a visualizacao do
chamado plano de fase.

Neste plano, calculando Ax para um grande numero de pontos e fazendo o
grafico dos vetores resultantes, obtemos um campo de direcbes de vetores
tangentes as solucdes do sistema de equacoes diferenciais.

Vamos ver um exemplo: 4




EXEMPLO 1

Encontre a solugao geral do sistema: x' = ((2) 03) X

A caracteristica mais importante desse sistema € que a matriz de coeficientes é
uma matriz diagonal.

Escrevendo o sistema em forma escalar, obtemos

X1 = 2Xx4 Xy = —3X

Cada uma dessas equacoes envolve apenas uma das variaveis desconhecidas,

de modo que podemos resolver as duas equacOes separadamente. Assim,
encontramos

x; = cie?t  x, = cpe” 3t



EXEMPLO 1
Reescrevendo a solucao em forma vetorial, temos

x(t) = <C21e€_2;) =G (e;t) + C (393t) =0 ((1)) et + ¢, ((1)) et

Agora definimos as duas solucdes x1 e x@ por

W (p) = (1) g2t @) = (V) -3t
x'(t) (O)e x'“(t) (1)8
2t
O wronskiano dessas solugdes € ~ W|[x®,x@](t) = eO 93t =et
e

gue nunca se anula.

Portanto, X e x@ formam um conjunto fundamental de solucdes, e a solucéo
geral de x'=Ax é

x(6) = cxD(0) + xP () = ¢ ((1)) e’ + ¢ ((1)) e3¢



CASO GERAL

Vamos entao tentar estender o Exemplo 1 ao sistema geral abaixo procurando

solucdes da forma x = &e™:
X1 = A11X1 + Q12X + -+ Ay Xy,

I _
Xy = QAz1X1 + A2X + -+ AopXy (1)

Xy = An1X1 + ApoXy + o+ A X

em gue o0 expoente r e o vetor { devem ser determinados.
Substituindo a solucao x proposta no sistema obtemos...

rée™ = A"t o rf= At (A—rDE=0

Assim, para resolver o sistema de equacOes diferenciais (1), precisamos
resolver o sistema de equacOes algébricas acima ou seja determinar 0s
autovalores e autovetores da matriz de coeficientes A.




CASO GERAL

Portanto, o vetor x = & é uma solucdo da Eg. (1), desde que r _seja um
autovalor e € seja um autovetor associado da matriz de coeficientes A.

EXEMPLO 2

Considere o sistema x' = (}L D

Primeiro faca um grafico do campo de direcbes e determine o0 comportamento
gualitativo das solucoes.

Depois encontre a solucao geral e desenhe um retrato de fase contendo diversas
trajetorias...

Para construir o campo de direcoes damos valores a x; e X, e obtemos o valor de
X' que é desenhado num grafico como feito a sequir....




EXEMPLO2 (1 1),

A figura mostra um campo de direcoes para esse sistema. Seguindo as setas
nessa figura, é facil ver que qualquer solucdo no segundo quadrante acaba se
movendo para o primeiro ou terceiro quadrante, o0 mesmo ocorrendo para uma

solucao tipica no quarto quadrante.

Por outro lado, nenhuma solucao se inicia no
primeiro ou no terceiro quadrante.

Além disso, as solucbes se afastam da
vizinhanca da origem e acabam tendo retas
tangentes com coeficientes angulares
proximos a 2.

Vamos agora  obter as solucoes
explicitamente...
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SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

EXEMPLO 2

Para encontrar explicitamente as solucdes, substituimos x = §e" e rescrevemos a
equacao como (A-rl)¢ = 0, de forma que:

(—1 -r 1 )(51) _ (0)

4 1—1r/\¢ 0
Esta equacado tem uma solucao néao trivial se, e somente se, o determinante da
matriz de coeficientes e zero. Logo, os valores permitidos para r sdo encontrados

pela equacao

1—r 1

A 1_r=(1—r)2—4=r2—2r—3=(r—3)(r+1)=O

As raizes sdor, =3 er, = —1; estes sdo os autovalores da matriz de coeficientes.
Vamos analisar cada caso...

10




EXEMPLO 2

Se r = r, = 3 procuramos o autovetor resolvendo a equacao:
B B 1-3 1 51)_ 0 -2 1 (51)_ 0
(A-mDE=0 4 1—3)(52 _(0)(:’(4 _2) £, _(o)

Parar =r; = 3 0 sistema se reduz a uma uUnica equacéao....

O R ) R T )

Entdo, ¢, = 2¢,, € 0 autovetor correspondente a r; = 3 pode ser escolhido como:

0= (Ve = () cemimroen s 1= ()

11




EXEMPLO 2

Analogamente, se r = r, = —1, encontramos ...

a-mg=o= (1t 1)@ =0 =G DE)=0
Assim obtemos...

GID-C TGy - 6

Entdo, ¢, = -2¢,, e 0 autovetor correspondente a r, = -1 pode ser escolhido como:

£ = (_15/2252) =c(TY/%)  céarbitrario (c=-2) > §® = ()

12




EXEMPLO 2

Desta forma encontramos que as solucdes da equacao diferencial sao:

(1) — 1 3t (2) — 1 —t

x'(t) (2) e x4 (t) (_2) e
O wronskiano dessas solucoes é:
3t —t
Wix® x@)) = | € € = —4e 2t £ 0
[ ]( ) 2€3t _Ze—t

gue nunca se anula.

Portanto, as solucdes x e x® formam um conjunto fundamental de solucoes, e a
solucao geral do sistema é

x(t) = c;xD () + c,xP () = ¢y (%) et + ¢, (_12) et

Para visualizar esta solucao considerarmos seu grafico no plano x,;x, para diversos
valores das constantes c, € C,. 13



EXEMPLO 2
Vamos inicialmente considerar x = ¢, x)(t) ou, em forma escalar,

X1

xW() =

1
) =4 (2) e’ o  x;=ce3 x,=2ce3
2

Eliminando t nessas duas equacoes obtemos....

X1 _ X2
x; =ce3t x,=2ce3 o e3t=— & x, = 2%
Cq 2c1

vemos que a solucdo x pertence a reta x, = 2x, que é a reta que contém a origem
e tem a direcdo do autovetor &),

vejamos o grafico...

14




EXEMPLO 2

Vemos que a solucao x4 pertence a reta
X, = 2X, que € a reta que contéem a
origem e tem a direcao do autovetor &),

Se olharmos a solucédo como a trajetoria
de uma particula em movimento, entao a
particula esta no primeiro quadrante
quando ¢, > 0 e no terceiro quando c; <
0.

Em qualquer desses casos, a particula se
afasta da origem quando t aumenta.

Consideremos agora X = ¢,x@

15



EXEMPLO 2
No caso x = ¢,x® temos:

x@ () = (2) = ¢, (_12) ot

—t -t

X1 = Cye Xy = —2Cy€

X2 pertence a reta x, = -2x, que € a reta
da direcao do segundo autovetor @),

A trajetdria esta no quarto quadrante
quando ¢, > 0 e no segundo quando c, < 0.

Em qualquer desses casos, a particula se
aproxima da origem quando t aumenta.

0

16



EXEMPLO 2
Como vimos, a solucao geral é x = ¢,xM + ¢,x@:

Para valores grandes de t, a parcela cx(t) é
dominante e a parcela c,x®)(t) torna-se desprezivel.

Logo, todas as solucoes para as quais ¢; # 0 sao
assintoticas a reta x, = 2x, quando t — <.

Analogamente, todas as solucdes para as quais c,
# 0 sao assintoticas a reta x, = —2x, quando t — —e.

A origem é chamada de ponto de sela nesse caso.
Pontos de sela sao sempre instaveis porque gquase
todas as trajetorias se afastam dele quando t
aumenta. 17




EXEMPLO 2

Tambem é possivel desenhar o grafico de x,, ou de x,, como funcao de t.
Alguns graficos de x;, em funcao de t sdo apresentados na figura abaixo (os de X,
sao parecidos). 14

Note que quando c, = 0, a solucéo fica x; = /
c,ete temos que X, — 0 quando t — . 2l

\
No entanto, se ¢, # 0 entao a solugao x; = \ |

c,e3 + c,e e ela cresce exponencialmente ~05 1 1
guando t aumenta.

Vejamos outro exemplo...

18




EXEMPLO 3
Considere o sistema x' = (

-3 2
V2 —z)x

Desenhe um campo de direcOes para esse sistema e encontre a solucao geral.
Depois desenhe um retrato de fase mostrando diversas trajetorias no plano de

fase.

O campo de direcOoes para 0 sistema se
desenha facilmente pela substituicao direta de
X, € X, N0 sistema acima (encontrando x’)...

Este campo mostra claramente que todas as
solucbes se aproximam da origem.

Para encontrar solucdes, suponha que x = &e"
e proceda da forma convencional...
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EXEMPLO 3 x’=<_3 ﬁ>x

Substituindo x = e e reescrevendo o sistema na forma (A-rl)§ = 0, obtemos:
(—3 —r 2 )(61) - (%)
V2 —2—1/\$1 0
em gue 0s autovalores satisfazem

—3—-r V2

N N 2 _
NG —Z—r_( 3—1r)(=2—-1)=2=1r%45r+4=(0+1(r+4)

de modoquer, =-1ler,=—4.

Vamos agora encontrar 0os autovetores correspondentes aos autovalores I, = -le

20




EXEMPLO 3

Parar =-1, temos que:

a-mi=o o (B0 Z)E) () o (2 7)(E)-(
gue se resolve assim....

—2 V2 0\_ (1 —V2/2 0)_) 1 —V2/2 0\, s _ (‘/_/252)% o (1
(x/i -1 0) (\/i -1 0 (0 0 0) 5 £, ¢ (x/i)

em que escolhemos a constante arbitraria como sendo igual a 1

Para determinar o outro autovetor se procede da mesma forma...

21




EXEMPLO 3

Para r = -4, temos que:
— V2 $1 0 YAYLS! 0
a-mi=os (T2t 7 )E)=0=(5 T)E)=0

2 7 66 Deem=(Ef) e (7

em gque também escolhemos a constante arbitraria como sendo igual a 1

Portanto, um conjunto fundamental de solu¢cbes para o sistema é:
(1) _ ( 1 ) —t (2) _ (—\/ 2) —4t
x“(t)=\| ~=)e xX\(t) = e

Agora calculamos o wronskiano para verificar se sao linearmente
Independentes e formam um conjunto fundamental...

22



EXEMPLO 3
—t —4t
O wronskiano é:  W[x®,x@]@) = | ¢ —/2e
V2et o4t
Portanto, xY e x@ formam um conjunto fundamental de solucbes e a solugéo
geral de x '=Ax é:

=3e 2t £

x(8) = cixD () + oxP (1) = ¢ (ﬁ) e + ¢ (_1&) e

Vamos agora visualizar estas solucdes, considerando separadamente cada uma
delas (primeiro x) e depois x®), desenhando seu gréafico e analisando seu

comportamento...

23




SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

EXEMPLO 3 XV = (g)et xO@ = (TV2)en

O retrato de fase para diversos valores de c, e c,, & apresentado na figura.

A solucdo xW(t) se aproxima da origem (t — 0) ao longo da reta x, = V2 X,
enquanto a solucédo x@(t) se aproxima da origem ao longo da reta x, = —/2 X,.

As direcdes dessas retas sao determinadas pelos autovetores &1 e §@)

Quando t — «~, x)(t) é dominante e, se ¢, # 0, a solucao
se aproxima da origem, tangente a reta x, = V2 x,.

Este padrao é de todos os sistemas 2x2 x' = AX com
autovalores reais, distintos e de mesmo sinal.

A origem é chamada de no para tais sistemas.

Se o0s autovalores fossem positivos, em vez de negativos,
as trajetdrias seriam semelhantes, mas o sentido de
percurso seria oposto.

Os nos serao assintoticamente estaveis, se 0s
autovalores sao negativos, e instaveis, se forem positivos. 2

[y

?{m(t)




EXEMPLO 3

Portanto, resumindo, nossa solucédo geral € x = ¢, x® + ¢,x? em que:
1\ _ _2\ _ x1 (1) cie t —V2c,eH
xt=c( )et+c( )e‘” & ( ):
©) = V2 “\ 1 x2(t) V2cie t + ce ¥

Como no exemplo 2, aqui também é possivel alternativamente desenhar o
grafico de x, ou de x,, em funcéo de t (no lugar de x, em funcéo de x, que é
o0 denominado diagrama de fases)

Alguns graficos sdo apresentados na figura a seguir para o caso de X, (x, se
obtém de forma semelhante) vejamos...

25



EXEMPLO 3 X1

Note que cada um dos graficos se aproxima assintoticamente do eixo dos t quando
t aumenta, correspondendo a uma trajetoria que se aproxima da origem na figura
anterior. O comportamento de x, como funcao de t € semelhante.

26




Os Exemplos 2 e 3 ilustraram o0s dois casos principais para um sistema 2x2 com

autovalores reais distintos.

Ou seja, quando os autovalores tém sinais opostos (Exemplo 2, a origem €& um
ponto de sela instavel) ou tém o mesmo sinal (Exemplo 3, a origem € um no que é
estavel se os autovalores s&o negativos e instavel se sao positivos).

Outra possibilidade é zero ser autovalor, mas, nesse caso, det A = 0, o que
contradiz a hipotese feita no inicio desta aula (veja o slide 4).

Mas o0s autovalores do sistema geral (1) nao se limitam ao caso particulares de
serem sempre reais e distintos como analisado acima.

Como sabemos, os autovalores do sistema geral (1) ry, . . ., r, Sao raizes da
equacao polinomial de grau n det(A-rl) =0

27




SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

SOLUCOES FUNDAMENTAIS

A natureza dos autovalores e dos autovetores associados ao sistema (1) determina
a natureza da solucao geral desse sistema. Se A € uma matriz real, entao
precisaremos considerar as seguintes possibilidades para os autovalores de A:

1. Todos os autovalores sao reais e distintos entre si.

2. Alguns autovalores ocorrem em pares complexos conjugados.

3. Alguns autovalores, reais ou complexos, sao repetidos.
Se 0s n autovalores forem reais e distintos, como nos trés exemplos precedentes,
entdo existird um autovetor real §(i) associado a cada autovalor r,, e o conjunto de n

autovetores &0, ..., &M sera linearmente independente. Desta forma, as solucdes
correspondentes do sistema diferencial (1), ou seja, de x'= Ax sao:

28




SOLU(;OES FUNDAMENTAIS
No caso de autovalores reais e distintos as solucoes de x'= Ax serao:

x(l)(t) — g(l)erﬂ, ...,x(”)(t) — E(n)ernt

Se montar o wronskiano vai perceber que: como as exponenciais nunca se
anulam e como o determinante das solucdes é diferente de zero (pois as solucoes
sao linearmente independentes) entdo o wronskiano € sempre diferente de zero e
portanto estas solucbes linearmente independentes formam um conjunto
fundamental de solucoes

X = EDemt 4 c EMemt

Se A for real e simetrica (um caso particular de matrizes autoadjuntas ou
hermitianas), lembre, como ja vimos, que todos os autovaloresr,, . .., r, tém que
ser reais. s




SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Alem de todos os autovalores r,, . . . , r, serem reais, mesmo que alguns
autovalores sejam repetidos, sempre val existir um conjunto completo de n

autovetores &1, . . ., &M que sdo linearmente independentes (e neste caso, de
fato, ortogonais).

Portanto, as solucbes do sistema diferencial (1) formam um conjunto fundamental
de solucdes, e a solucéo geral é dada, novamente, por

X = Clz(l)erlt + ..+ an(n)ernt

O exemplo a sequir ilustra esse caso.

30



EXEMPLO 4 . 0 11
Encontre a solucaogeralde x'={1 0 1]x

1 1 0

Note que a matriz de coeficientes é real e simétrica.
Os autovalores e autovetores dessa matriz foram encontrados no Exemplo 5 da

aula 06_2 (slide 24 dessa aula)
Esses valores eram: r; = 2,1, =-1 e r; = -1 (-1 tem multiplicidade algébrica 2) com

0S autovetores: 1 1 0
£ = (1) §2) = ( 0 ) g3) = ( 1 )
1 —1 -1

_ o 1 1 0
Um conjunto fundamental de solucboes e: x® = <1> et x(@ = ( 0 )e“t x(3) = ( 1 )e"t
1 —1 -1

1 1 0
E a solucéo geral é X = (1) e?t + cz( 0 )e‘t + c3( 1 >e-t
1 —1 —1 "




SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

EXEMPLO 4 x=cl<1>62t+cz<(1)>e_t+63<(1)>e‘t

1 —1 -1

Este exemplo ilustra que, embora um autovalor (r = —1) tenha multiplicidade
algebrica 2, pode ainda ser possivel encontrar dois autovetores linearmente
independentes €2 e &) e, entdo, construir a solucdo geral.

O comportamento desta solucdo geral depende, de modo critico, das condicoes
Iniciais.

Se t —»m, ¢,xM) é dominante e, se ¢, # 0, todas as solucbes x — .
Por outro lado, para determinadas condi¢0es iniciais, ¢, pode ser zero.

Nesse caso, as solucdes x sO tém termos exponenciais com poténcias negativas,
logo as solucdes x — 0 quando t — .

32




SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

EXEMPLO 4 x=cl<i>62t+cz<(1)>e_t+63<(1)>e‘t

1 —1 -1

Os pontos Iniciais que fazem com que c, seja nulo sdo exatamente agqueles que

= 1 [ [l
pertencem ao plano determinado pelos autovetores &2 e €3 associados aos dois
autovalores negativos.

Assim, solucoes que comecam nesse plano se aproximam da origem quando t —
0 enguanto todas as outras solucoes tornam-se ilimitadas.

Se alguns dos autovalores ocorrerem em pares complexos conjugados, entao
ainda existirao n solucoes linearmente Iindependentes desde que todos os
autovalores sejam distintos.

Dificuldades mais sérias podem ocorrer se um autovalor for repetido...
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SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

EXEMPLO 4 x=cl<i>62t+cz<(1)>e_t+63<(1)>e‘t

1 —1 -1

Se um autovalor for repetido, o0 numero de autovetores linearmente independentes
pode ser menor do que a multiplicidade algébrica do autovalor.

Se isto ocorrer, 0 numero de solucdes linearmente independentes da forma &e"
sera menor do que n.

Para construir um conjunto fundamental de solucdes, sera necessario, entao,
procurar solucoes adicionais de outra forma.

A situacdo e parecida com o caso de uma equacao linear de ordem n com
coeficientes constantes;, uma raiz repetida da equacao diferencial fornecia
solucdes da forma e™, te", t?e", etc.
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EXEMPLO 4 x=cl<1>62t+cz<(1)>e_t+63<(1)>e‘t

1 —1 -1

Finalmente, se a matriz A for complexa, entdo os autovalores complexos néao
precisam aparecer em pares conjugados, e 0s autovetores sao, em geral,
complexos, mesmo que o autovalor associado seja real.

As solucdoes da equacao diferencial (1) ainda serao da forma :

X(l)(t) — E(l)erlt’ ’X(n) (t) — E(n)ernt

desde gue existam n autovetores linearmente independentes, mas, em geral,
todas as solucoes serao complexas.
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SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES FP

Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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