LISTA 06_2 EQUAGOES DIFERENCIAIS
Autovalores e autovetores
Respostas no final
Gabaritos na pagina do professor

Em cada um dos problemas de 1 a 6, resolva o sistema de equacdes dado ou mostre
gue nao tem solugao.

L.

[R]

wn

X, - x;=0
3, +x,+ x;=1
X, +x,+2x;=2
X+ 2x,—x;=1
2x +x, txy;=1
X, —x, +2x;=1
X, +2x,—x;=2
2x +x, txy;=1
X, —x, +2x;=—1
X, +2x,—x3;=0
2x, +x, +x;=0
X, —x,+2x;=0
X, —x;=0
3x, tx,+x; =0
X, +x,+2x;=0
X, + 2x, — x5 =
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Em cada um dos problemas de 7 a 11, determine se os elementos do conjunto de
vetores dados sao linearmente independentes. Se forem linearmente dependentes,
encontre uma relacéo linear entre eles. Os vetores estdo escritos na forma de linhas
para economizar espaco, mas podem ser considerados como vetores colunas, ou
seja, podem ser usadas as transpostas dos vetores dados, em vez dos vetores.

10.
1.

(1, 1, 0),

x?=(0,1,1), x¥=(1,0,1)

‘”_(2 1,0, x®=(0,1,0), x¥=(-1,2,0)

(1, 25-, ),
(1, 2,-1,0),
(1,2,-2),

x“
x“

xV=(-1,0.3.1). x"=(2-1.10), x¥=(3.0.-1.3)
xP=(2,3,1,-1), x9=(-1,0,2,2), x¥=3,-L13)
x?=3,1.0), xP=@2,-1.1), x*=(4,3,-2)

12. Suponha que cada um dos vetores x@,..., xM tem n componentes, em que n <

m. Mostre que x®, ...

, xM s3o linearmente dependentes.



Em cada um dos Problemas 13 e 14, determine se os elementos do conjunto de
vetores dado sdo linearmente independentes para - «© <t< oo, Se forem linearmente

dependentes, encontre uma relacéo linear entre eles. Como nos problemas de 7 a
11, os vetores estéo escritos como linhas para economizar espaco.

13. xY(=(e"2¢7). x=(ele). x(1)=("0)
14. xY#)=(2sent,sent), xP(f)=(sent,2 senft)

15. Sejam
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Mostre que x(t) e x@(t) sdo linearmente dependentes em cada ponto do intervalo 0
<t<1. Apesar disso, mostre que xI(t) e x@(t) sdo linearmente independentes em 0
<t<1.

Em cada um dos problemas de 16 a 25, encontre todos os autovalores e autovetores
da matriz dada.
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Os problemas de 26 a 30 tratam da resolugao de Ax = b quando det A = 0.

26.(a) Suponha que A é uma matriz real (n x n). Mostre que (Ax, y) = (x, ATy),
guaisquer que sejam 0s vetores x e y.



Sugestao: Vocé pode achar mais simples considerar primeiro o caso n = 2; depois
estenda o resultado para um valor arbitrario de n.

(b) Se A néo for necessariamente real, mostre que (Ax, y) = (X, A*y), quaisquer que
sejam os vetores x e y.

(c) Se A for hermitiana, mostre que (AXx, y) = (X, Ay), quaisquer que sejam 0s vetores
Xey.

27. Suponha que, para uma matriz dada A, existe um vetor ndo nulo x tal que Ax =
0. Mostre que existe, também, um vetor ndo nulo y tal que A*y = 0.

28.Suponha que det A = 0 e que Ax = b tem solugcao. Mostre que (b, y) =0, em que
y é qualquer solucdo de A*y = 0. Verifique se essa afirmacao é verdadeira para
0 conjunto de equacdes no Exemplo 2.

Sugestao: Use o resultado do Problema 26(b).

29.Suponha que det A = 0 e que x = x(@ é uma solugdo de Ax = b. Mostre que, se
for uma solucéo de A§ = 0 e a for qualquer constante, entdo x = x@ + a também
sera solucéo de Ax = b.

30.Suponha que det A =0 e que y € uma solucédo de A*y = 0. Mostre que, se (b, y)
=0 para qualquer desses y, entdo Ax = b tem solucdo. Note que isso é a reciproca
do Problema 28; a forma da soluc&o é dada pelo Problema 29.

Sugestéo: O que arelacdo A*y = 0 diz sobre as linhas de A? Novamente, pode ajudar
considerar o caso n = 2 primeiro.

31.Prove que A = 0 sera um autovalor de A se, e somente se, A for singular.

32.Vamos mostrar, neste problema, que os autovalores de uma matriz autoadjunta
A séo reais. Seja x um autovetor associado ao autovalor A.

(a) Mostre que (Ax, x) = (x, Ax). Sugestéo: Veja o Problema 26(c).
(b) Mostre que A(x, X) = A (X, X). Sugestdo: Lembre que Ax = AX.
(c) Mostre que A = A, ou seja, o autovalor A é real.

33.Mostre que, se A1 e A2 s&o autovalores de uma matriz A autoadjunta e se A1 # Az,
entdo os autovetores correspondentes xY e x s&o ortogonais.

Sugestado: Use os resultados dos Problemas 26(c) e 32 para mostrar que (A1 — A2)(x®,
X(z)) =0.



34.Mostre que, se A1 e A2 sdo autovalores de uma matriz A qualquer e se A1 # Az,
entdo os autovetores correspondentes xY e x® s&o linearmente independentes.

Sugestdo: Comece com cixd + ¢z x@ = 0; multiplique por A para obter ciAix®d +
c2h2x@ = 0. Depois mostre que ¢1 = ¢z = 0.
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Nao tem solugdo

RESPOSTAS

. X3=—3

x,=—c, x,=c+1, x3=c,emque c ¢ arbitrario

x,=c, Xx,=-c, X;=-—c, emque c ¢ arbitrario

=0, =0, x;=0

X1=C, =0y X3=¢;t2¢,+2
Linearmente independente

XD 5x@ +2xGr =9

230 - 3x@ +4x® _x® =9
Linearmente independente

XD+ x@ _x® =

3xV(r) — 6x2(r) + x¥A2) = 0

Linearmente independente

A =2, x(0 = (;) Ao
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M=-1/2, xD= (13”):
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