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EQUACAO DE BESSEL

INTRODUCAO

Friedrich Wilhelm Bessel (1784 — 1846) foi um matematico, fisico e astrobnomo
alemao.

Estudou os disturbios no movimento dos planetas, para o qual em 1824
sistematizou a analise da equacao hoje denominada Equacao de Bessel.

De fato, a equacao de Bessel foi proposta por primeira vez por Daniel Bernoulli.
Bessel foi contemporaneo de Carl Friedrich Gauss, também matematico e

astronomo.

Nesta aula vamos estudar a equacao de Bessel para ilustrar (como um exemplo)
a discussao da aula anterior (Aula 5_6)




EQUACAO DE BESSEL

INTRODUCAO
Para nossa analise vamos considerar trés casos especiais da equacao de Bessel

abaixo apresentada
Llyl=x?y" + xy" + (x? —=v¥)y =0

em ¥ & uma constante.

E facil mostrar que x = 0 é um ponto singular regular dessa equaco, pois temos
Q) 1 R 2x2 — v? ,
Po _}cl—%xP(x)_alcl—I}(l)x;_ 1 ¢ Ao _}cl—%x P(x) _,lcl_rf(l)x w2 Y

A equacéao indicial (para x=0) &
Fr)=rr—D+pyr+qo=rr—1D)+r—v?=1r2—-v%2=0

com raizes r = . Consideraremos trés casos =0, ¥=1/2 e v=1 para o intervalo
X > 0 (x=0 é singular, por isso procuramos no entorno de x=0, neste caso x>0). 3




EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO

Neste caso (ordem zero), ¥=0, de modo que a equacao de Bessel fica reduzida a:

x%y" +xy' +x%y =0

A equa(;éio indicial é: F(r) — r(r — 1) + por + qp = r(r — 1) +r=1r2=0
e suas raizes sao iguais: r; =r, = 0.
Procuramos (como vimos na aula 05_6) a solugao na forma:

y(x) =@(r,x) = Z a,x"™™ paraa,#0 x>0
n=0
Agora derivamos e substituimos na equacao diferencial para obter a equacao
Indicial (lembre que a equacéao indicial que obteremos desta forma € exatamente a

mesma obtida acima para a equacao de Euler, veja aula 05 _5 slide 12) e a de
recorrénogia

0.0] 0.0)

y(x) = z anxr+n yl(x) — Z Cln(T' + n)x’r+n—1 y”(x) — Z Cln(T + n)(r +n — 1)xr+n—2

n=0 n=0 n=0

4



EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO
Substituindo estas derivadas na equacao de Bessel de ordem zero e agrupando
termos (como foi feito no desenvolvimento da aula anterior) é facil chegar a

equacao para os coeficientes perante as poténcias de x™n:

co

2 a,(r+n)(r+n—1Dx"™" + z a,(r +n)x"" + 2 a,x"tt2 =

n=0 n=0 n=0
Que pode ser reescrita assim (explicitando os dois primeiros termos):

aplr(r— D +7rlx"+aq[(r + Dr+ (r+ D]x" + z{an[(r +n)(r+n—1D+@T+n)]+a,,}x""=0

n=2

0.0)
ou: aorx” + a (r+ 1)%x"+ + Z{an(r +n)*+a,_}x"" =0

n=2




EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO
Obtivemos que  aor?x” + a,(r + 1)*x" "1 + Z{an(r +n)%+ap_}x"t =

n=2
A relacao de recorréncia (para os coeficientes dentro dos colchetes) &

an(r) = — (arnfg)z nz=2

Para determinar a primeira solucéo y,(x), utilizamos as raizes, neste caso r=0.

Para que os coeficientes das poténcias de x sejam zero (para r=0) é necessario
gue (veja que temos dois conjuntos de coeficientes independentes)'

a,=0, portanto, da relacédo de recorréncia segue que a; =a-=a, = ... =0.
Alem disso...se comecamos com a,, fazendo n=2m, obtemos
aZm—Z(O)

a2m(0) = — (Zm)z m = 1,2,



EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO @y (0) = —
Utilizando esta equacao obtemos (a partir de ay):
Qo 4z Qo Ao _ Ao
‘27T T T T 422 T (2 1) 16T T26(3.2-1)2
e, em geral, _ (=D"ao m=12 ..

2m T p2m ()2
Portanto nossa primeira _solucao para essa equacao diferencial de Bessel de
ordem zero sera:

co

omem| [ DT
1+ 2 22m(m!)2] — %o LZO 22m ()2

m=1

x>0

y1(x) = ag

A funcado entre colchetes & conhecida como a funcdo de Bessel de primeira
espécie de ordem zero e é denotada por J,(x). Segue, do Teorema 1 da aula
05_5 que a série converge para todo x e que Jy(x) é analitica em x = 0.




EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO

A figura mostra os graficos de y = J,(x) e de algumas das somas parciais da serie.

VA
5 n=4 pn=8 n=12 n=16 n=20
* 2
(—1)™x=™ I
Jo(x) = 22m ()2 x>0
m=0
I I I I I | I -
2 4 6 8 10 X
y = Jo(x)

n=2 n=6 n=10 n=14 n-=18




EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO SEGUNDA SOLUCAO

Como a equacao indicial tem raizes repetidas (r,=r,=0), utilizaremos o meétodo

descrito na aula 05 6 para este caso.
Nesse método, para determinar a série que representa a funcéo y,(x), precisamos

calcular seus coeficientes segundo a equacao:

Ay (7)

r=0

Lembrando que:

ag(Mrix” + a,(r)(r + D*x" T + Z{an(r)(r +n)? 4+ a,_,(r)}x"" =
n=2
Entdo, como o coeficiente de x™! tem que ser zero implica que a,(r) = 0 para todo
r proximo de r = 0. Entdo, ndo s6 a,(0) = 0, mas também a;= 0. Da relagdo de
recorréncia (5) segue que a3(0) = a<(0) = ... =a5,4+,(0) =0
Portanto, precisamos apenas calcular a;,,(0) m=1, 2, 3, ... (0s pares) 9




EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO SEGUNDA SOLUCAO

Os coeficientes pares serédo calculados utilizando a equacao ja obtida no slide 6,
com n=2m, ou seja:

_ Qypma(T) _ (—=1)™a,
em = - omz — () = etz o 2m)2 m=3

A seguir, precisamos dos a,,,, eles sdo mais faceis de calcular notando que, se
f(x) = (x —apPr(x — ax)Pz (x — az)P2... (x —ay)Pr
e tambeém se x for diferente de a,, a,, as,... a, entao (podem verificar)

f'x) _ Bi n B> + B3 + o+ Bn

f(x) - X—aqy X—Up X—a3 X—0n
Portanto: Am(T) _ _2[ - n 1 Foeet 1 ]
Aym (1) r+2 r+4 r+2m



EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO SEGUNDA SOLUCAO

Assim, considerando a raiz r=0 obtemos: a3, (0)

~ —1)Maq
Lembrando a relacao a,,,, = 2(2m)(m')02 (com m=1, 2, ...) podemos reescrever:

: (=1)"a

em que: H —1+1+1+ +1
que. m- 2 3 m

m=1,2,..

Desta forma podemos agora escrever a segunda solucao da equacao de Bessel

de ordem zero, considerando a, = 1 e utilizando os resultados da aula 05_6 para
0 caso de raizes repetidas...

11



EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO SEGUNDA SOLUCAO

Assim, a segunda solucao da equacao de Bessel de ordem zero é:

(_1)m+1Hm

2
22m ()2 x<m x>0

V2(x) = Jo(x) Inx +

m=1

A seguir uma questao de conveniéncia...

No lugar da y, acima, como segunda solucé&o, em geral, é definida outra funcao.
Esta outra funcdo é uma combinacéo linear de J, e da propria y,. (lembrar que
gualguer combinacao linear duas solucoes independentes, pode ser utilizada no
conjunto fundamental de solucgoes).

Esta combinacao linear € conhecida como a funcao de Bessel de segunda espécie
de ordem zero e e representada por Y,,.

2
Yo(x) = p ly2(x) + (¥ —In2)J,(x)]

12



EQUACAO DE BESSEL

ORDEM ZERO SEGUNDA SOLUCAO

Nesta funcéo de Bessel de segunda espécie de ordem zero
2
Yo(x) = - ly2(x) + (¥ —In2)Jo(x)]

Y € uma constante, conhecida como a constante de Euler-Mascheroni que é
definida pela equacao
y = lim(H, —lnn) = 0.5772
n—>00

Substituindo y,(x) na definicao der Y, obtemos finalmente

(_1)m+1Hm xzm]

2
Yoy (x) = (y+ln§)]0(x)+ x>0

22m(m!)2

m=1

Agora podemos escrever a solucao geral da equacao de Bessel de ordem zero
parax>0ée 13



EQUACAO DE BESSEL

SOLUCAO GERAL
A solucao geral da equacao de Bessel de ordem zero parax >0 é
y(x) = cifo(x) + 2 ¥p(x)

> (_1)mx2m

22m(ml)2”’

Jo(x) =

em que (lembrando) m=0 .
X (_1)m+1Hm
(y + lni)jo(x) + Z ETEnY. x4
m=1

Note que Jy,(X) — 1 para x — 0 e que Yy(X) tem uma singularidade logaritmica em
X = 0, e se comporta como (2/11) In x quando x — 0 por valores positivos. Entao, se
estivermos interessados em solucdes da equacao de Bessel de ordem zero que
sejam finitas na origem, 0 que ocorre muitas vezes, € que Y, é descartado.

Como se comportam J, e Y, quando x tende a infinito? (proximo slide)

2
Yo(x) = -

14




EQUACAO DE BESSEL

SOLUCAO GERAL

Os gréaficos das funcoes Jy(X) e Y,(x) estao ilustrados na figura abaixo

O comportamento de J, e 4
Y, quando x é grande 1
parece ser similar ao das
funcOes seno e cosseno,
exceto pelo fato de que as 0.5 y = Yo(x)

amplitudes das oscilacdes
decaem para zero quando /\ /\»
x tende a infinito. ' ' ' ' ' |

2\ 4 /6 / 8 Wz 14 x
Este fato era de ser \/

esperado pelo seguinte: -0.5

y = Jo(x)

15




EQUACAO DE BESSEL

SOLUCAO GERAL

Se tomamos a ODE original, podemos reescrever ela da seguinte forma:

2.0 ! 2 2 " 1 ! vz
x“y"+xy'+(x*—v9)y=0 & y+;y+ 1—; y=20
e quando x € muito grande ficariamos com 0s termos: y'"+y=0

que tem senos e cossenos como solugﬁes...

Se desejam saber mais detalhnes de como estas funcdoes se comportam quando

X — o e possivel mostrar (0 que nédo sera feito aqui) que as aproximacoes

assintoticas de J, e Y, quando X — « sao:
1

Jo(x) = <%)2 COS (x — %) para x — oo Yy (x) = <£>2 sin (x _ E) para x — o

TX 4

| =

16



EQUACAO DE BESSEL

SOLUCAO GERAL

Essas aproximacdes assintoticas, quando x — «, sdo, de fato, muito boas.

Por exemplo, a figura mostra que a aproximacado assintotica para Jy,(x) é
razoavelmente precisa para todo x = 1. Assim, para aproximar J,(x) em todo o
iIntervalo de zero a infinito, podem ser usados dois ou trés termos da série que

define J, para x £ 1 e a aproximacéao assintotica do slide anterior para x = 1.

Veja o slide 8 para entender o que |

aconteceria se ficasse s6 com o0s dois ou
trés termos da série que define Jyparax <1 \

|

J
2

|

|

I

Aproximacao assintética:y = (2/rx)? cos(x — 7/4)

y = Jolx)
LN L AT TSN
Vamos ver agora a funcao de Bessel de 2N\ 2 ¢ 8 \10 *

ordem 1%




EQUACAO DE BESSEL

EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM %

Esse caso ilustra a situacao na qual as raizes da equacao indicial diferem por um
Inteiro positivo, mas a segunda solucao nao tem termo logaritmico, vamos vetr...
Fazendo v=1/2 na Equacao de Bessel obtemos

1
Lyl = x*y" + xy' + (xz — Z)y =0

Novamente, procuramos a solugéo na forma

(0.0)

y(x) = @(r,x) = 2 a,x" " com ag#0 x>0

n=0

Substituindo esta solucao na equacao diferencial encontramos:

00

(0.0) (0.0) (0.0)
1
z a,(r+n)(r+n—1)x"" + z a,(r+n)x"™t" + Z a,x Ttz — 7 z a,x"T" =0
n=0 n=0 n=0

n=0 18



EQUACAO DE BESSEL

EQUAQAO DE BESSEL DE ORDEM V2
Essa Ultima expressao pode ser reescrita (reagrupando termos) da forma:

1 1
<r2 — Z) apx” + [(r +1)% — 4] ax"t + z {[(’r +n)? —— an + a,_ z}x”" =0

As raizes da equacao indicial r;= %2 e r,=-% (que diferem por um positivo inteiro!)

~ A L Ap—2(T)
A relacéo de recorréncia é: a,(r) = — T n= 2,3, ...
2 _

(r +n) 7
Comecamos pela maior raiz r;= ¥2. Vemos imediatamente que a, = 0 (e a; é
arbitrario, qualquer um). Logo, a;=az=...= a4 =...=0
Assim, para os coeficientes pares obtemos:

A2m-2 Aam—2
Ay = — o= = m=1,2,..

(1 n Zm) 1 2m(2m + 1)
2 4

19



EQUACAO DE BESSEL

EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM Y2 4, = __ %2m=2 m=123 ..
2m(2m + 1)
Portanto teremos:

o az Ao
2Ty “TTE T
~ . (—D™ay
De forma, que em funcao de a, fica: az; = Zm+ 1) m=1,2,3,..

Assim, a primeira solucao da equacao de Bessel de ordem Y2, considerando a,=1

G L G ) L I
1+m=1(2m+1)' X ]: 1/2[2 (2m+1)' X 1]=x V¥ sinx

Em que x>0 e foi considerado que a serie de poténcias nesta solucao é
precisamente a série de Taylor para sen x.

1/2

y1(x) = x

20




EQUACAO DE BESSEL

EQUAQAO DE BESSEL DE ORDEM %2 y,(x) = x Y2 sinx
A partir desta solucao é definida a funcao de Bessel de primeira espéecie de ordem
meio, J,, como: 5 z , :
J1(x) = (—) y1(x) = (—) sin x x>0
5 T X

Vamos agora obter a segunda solucao, considerando agora r, = - %
Sabemos que:

1
(rz — Z) agx” + [(r + 1) —— alx’”+1 + Z {[(r +n) —— an + an_ z}x”" =0

comr, = - % vemos que a, e a, Sao agora arbltrarlos (p0|s 0S paréntesis se anulam)
Da relacdo de recorréncia obtemos um conjunto de coeficientes com indices pares
correspondendo a a, e um conjunto de coeficientes com indices impares
correspondendo a a, (que sao independentes entre si). Entao, neste caso, nao é
necessario um termo logaritmico para obter a segunda solucao. 2




EQUACAO DE BESSEL

EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM %

Desenvolvendo as expressdoes como ja fizemos varias vezes se obtém para 0s
coeficientes pares (considerando r, = -%2)

. = _ A2m-2 _ __ %em- =12
2am 1 2 2m(2m — 1) $
(-3+2m) -3
Portanto temos: a, = _% a, = _ 42 _ %
2! 4.3 4
(=1)™ay

E a expressdo geral em funcéo de a, fica: Aom = (2m), m=1,2,..
Da mesma forma, se pode obter para o0s Uyppq = (=D"a, m=12, .
coeficientes impares (verifique): (2m + 1)!

Finalmente podemos escrever a segunda solucao como:

22
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EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM %

1

_ *© (_1)mx2m © (_1)mx2m+1
yo(x) =x 2

ot ML T amt 1)

m=0 m=0

1
ag =x 2[agcosx + a; sinx] x>0

A constante a, simplesmente introduz um multiplo de y,(x) na segunda solucéo.

Por conveniéncia, a segunda solucéo da equacéo de Bessel de ordem meio é

escolhida, em geral, como a solucéo y, para a qual a, = (2/11)2 e a, = 0.

Ela e denominada por J_, 1

2 \2
J 1(x) = (—) COS X x>0
2

[

Com estas definicoes, finalmente a solucao geral da equacao de Bessel de
ordem %z é:

V(x) = c1J12(x) + c2J_1/2(x)

23
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EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM %

Vejamos os graficos destas fungodes J_,, e J_,, e comparemos com 0s graficos
das fungoOes ja obtidas J, e Y, para a aproximacao de grandes valores de x
1

2 \2 ;
J 1(x) = (—) COS X
2

I[P

)2 sin (x —g) para x — oo

) A diferenca entre elas
y = Yolx)

057,\]1/2(x)
é simplesmente um
—— ',//\1 - o /\ ' /'\\‘ deslocamento de
2 \4 6 8  N\NO 12 14 «x 2\1/6 SWZ 14 X
\/ —

fase de n/4

0.5 -0.5H

24



EQUACAO DE BESSEL

EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM 1

Esse caso vai ilustrar a situacao na qual as raizes da equacao indicial diferem por
um inteiro positivo e a segunda solucao sim envolve um termo logaritmico.
Fazendo v=1 na Equacao de Bessel (do slide 3) obtemos

Lyl = x*y" +xy"+ (x> = 1)y =0
Substituindo y pela série abaixo (e suas derivadas, qgue assumimos como sendo
solucao desta equacao) o
y(x) = @(r,x) = 2 a,x"*™  comay # 0 x>0
n=0

obtemos:

00

(0.0) (0.0) (0.0)
z a,(r+n)(r+n—1x"" + z a,(r+n)x"™ + Z a,x Ttz — z a,x"t" =0
n=0 n=0 n=0

n=0
25




EQUACAO DE BESSEL

EQUAQAO DE BESSEL DE ORDEM 1
Agrupando termos, essa expressao pode ser reescrita como:

(r —Dagx" + [(r + 1) — 1]ax" 1 + Z{[(r +n)2 —1]a, + a,_,}x"t" =

n=2
As raizes da equacao indicial saor, =1 er, =-1. Arelacdo de recorréncia é
Ap—2(7)
a,(r) = — n=273..
n(7) (r+n)2-1
Correspondendo a raiz maior r = 1, a relacao de recorréncia fica
an—2(1)
a,(r) = — n=273,
n(7) (n+2)n
Evidentemente como a, tem que ser zero, temos que a; = az = ... = 0 e para os

termos pares fica (comecando por a)... 26




EQUACAO DE BESSEL

EQUAQAO DE BESSEL DE ORDEM 1 an(r)=—(0:__l_2gl n=23,..
Para os termos pares (n=2m) fica:

a = _ Ao2m-2 _ A2m-—2 =172

2m (2m + 2) (2m) 22(m+ 1)m Y
. _ _ Ao _ az Qo
Ou seja teremos: Q="575.17 M= 7"32.3.5= 2437
(=1)"a,
e Aom = sz(m + 1)' ml m = 1, 2,
Desta forma a primeira solucao é:
D™ 2m

1+ x>0

y1(x) = agx

22M(m + Dlm!
m=1 .




EQUACAO DE BESSEL

EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM 1 0 e
~ 22M(m + 1)!m!

y1(x) = agx

A funcao de Bessel de primeira espéecie de ordem um, denotada por J,, € obtida
escolhendo-se a, = Y%

[~ D™ _
fl<x>=z[z sz(m+1)!m!x2 ] x>0
m=0

A seérie acima converge absolutamente para todo x (apligue o meétodo para
verificar a convergéncia absoluta e verifique), de modo que J, € analitica em toda
parte.

Agora precisamos encontrar a segunda solucao para r=-1...que, segundo o
teorema da aula 05 6 tem a forma:

28
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EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM 1

Para o caso em que r,=-1 a solucao garantida (pelo teorema da aula 05_6) tem a
forma: >

1+ z Cn x"] x>0
n=1
O calculo do termo geral c, dessa série acima é bastante complicado, mas 0s
primeiros coeficientes podem ser encontrados facilmente.
Para isso, procedemos como sempre, substituimos essa expressao acima na ODE
deslocamos os indices, etc...e obtemos a relacdo de recorréncia (utilizando o fato
de que J,(X) € uma solucéo de L[y] = x?y" + xy’ + (x* — 1)y = 0) que é:

V() = aJi(x) Inx + x~*

2ax]{(x) + z [(n—1Dn—-2)c, +(n—1Dc, —c,|x" 1 + z c, x"t1 =0
n=0 n=0

Em que (por conveniéncia) c,=1, agora temos que substituir J,(X) pela sua série...

29



EQUACAO DE BESSEL

EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM 1

Substituindo J,(X) por sua expressédo (slide 28), mudando os indices dos
somatorios nas duas séries e efetuando diversos calculos algébricos, chegamos a

(0]

—c1+[0:¢c, +colx + z:[(n2 — 1y + Cp_qlx™ = —a

o (—D™(2m + 1x2mt

. 22m(m + 1)\ m!

m=1

Notamos primeiro que ¢, = 0 (pela igualdade para x%) e a = —c, = —1.

Além disso, como a expressao a direita do sinal de igualdade contém apenas
poténcias impares de X, 0 coeficiente de cada poténcia par de x na expressao a
esquerda do sinal de igualdade tem que ser nulo o que significa que:

como ¢, = 0, e ele determina 0s proximos, temos c; = C; = = 0.

No caso das poténcias impares de x, obtemos a rela(;ao de recorréncia a seqguir
(faca n = 2m + 1 na série a esquerda do sinal de igualdade na equacao acima)...

30



EQUACAO DE BESSEL

EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM 1

Substituindo n = 2m + 1 na série a esquerda do sinal de igualdade obtemos:

C(=D™2m+ 1)

2 —
[(Zm + 1) — 1]C2m+2 + Com = sz(m n 1)' ml m = 1, 2,
) —-1(3)
Fazendo m=1 obtemos: [3° —1cs + ¢z = 220!

Nesta expressédo c, e arbitrario (o motivo € que este coeficiente sO gera um
multiplo de J; na solugcao, pois todos os coeficientes pares da relacao de
recorréncia acima sao zero e 0S impares correspondem a J; (pois vem da
igualdade) e como todos os coeficientes impares serao relacionados ao primeiro
deles, que é c,, ele sai da somatoria e fica como um multiplo), assim, c, é
aleatdrio. Logo ele determina c, e assim por diante (mas paramos em c,)

31




EQUACAO DE BESSEL

EQUACAO DE BESSEL DE ORDEM 1

Note tambem que no coeficiente de x em

(00}

—c1+[0:¢c, +colx + z:[(n2 —1cpiq + Cpq]x™ = —a

n=2

c, aparece multiplicado por 0, e essa equacéo foi usada para determinar “a” (a = -
Co).- Mais um motivo para ele poder ser aleatdrio.
O coeficiente c, € arbitrario pois c, € o primeiro coeficiente (o coeficiente de x') na

expressao da solucao y, do slide 29 o0
1+ Z cnx”]

n=1

Em consequéncia, todos os outros coeficientes serao relacionados a ele, assim c,
gera, simplesmente, um multiplo de J, e como Yy, inclui todos os multiplos de J, (em
outras palavras, y, estd determinada a menos de um multiplo de J,) portanto
podemos utilizar qualquer c, na solucgao. 32
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—1(3)
Retornando a nossa expressdo com m=1 parac,: [3*—1]c,+c; = 20!
-13) _

Com ¢, = 1/4 obtemos _ @) - _ 10 e 1+ . + 1

2" “T T2 o1 2822(2)0 28 2%(2)! 2

N - 11 1

Definindo H,, obtemos ¢4 = 252! |H, + H, | Hyp S5+ 4+
E possivel mostrar que a solucéo da relacdo de _ (D™ [Hp + Hp—1]
recorréncia (m=1 e com Hy=0) é: “2m =TT mmt (m — 1)

De forma que agora podemos escrever a segunda solucao...
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Assim:

(D" i + A1) o

1 —
22mml(m—1)!

V2(x) = —J;(x) Inx + x* x>0

m=1

O calculo desta y,(x) usando outro procedimento (veja o slide 25 da aula 05_6)
no qual determinamos c.(r,) é ligeiramente mais facil. Em particular, aquele
procedimento da aula 05_6 fornece uma formula geral para c,, sem a
necessidade de resolver uma relacao de recorréncia da forma do slide 31 desta
aula (o Problema 10 a seguir solicitara a vocé fazer isso).

Nesse sentido, vocé pode querer, também, comparar os calculos da segunda

solucao da equacao de Bessel de ordem zero da aula e a apresentada no
Problema 9 a sequir.
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Em geral, por conveniéncia, a funcao y, nao e utilizada como a segunda solugcao
da equacéao de Bessel de ordem 1. No seu lugar e utilizada a chamada funcao de
Bessel de segunda espécie de ordem um Y,, que é& escolhida, como uma
determinada combinacao linear de J, e y, a seguir:

2
h) =230+ —mDL@] x>0

em que y € a constante de Euler-Mascheroni que ja vimos.
Assim, a solucéo geral parax >0 é

y(x) = ¢1J1(x) + Y1 (%) x>0

Para finalizar so resta ver o gréafico desta funcao...
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( 1)m " VA
=3 Iz 22m(m + 1)lm! "™ x x>0 T
Y1(X)EE[—yz(X)+(y—ln2)]1(x)] x>0 y=J;(x)
n 0.5
y=Y,(x)
| | | | | /\,
2 4\7 8/ 10N 12/ 14 x
_05_

Note que, enquanto J; é analitica em x = 0, a segunda solucdo Y, torna-se
Ilimitada do mesmo modo que 1/x quando x — 0
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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