LISTA 05_1 EQUAGOES DIFERENCIAIS
Solugdes em Série Perto de um Ponto Singular Regular. Parte |
Respostas no final
Gabaritos na pagina do professor

Em cada um dos problemas de 1 a 10:
(a) Mostre que a equacéo diferencial dada tem um ponto singular regular em x = 0.

(b) Determine a equacdo indicial, a relacdo de recorréncia e as raizes da equacao
indicial.

(c) Encontre a solugcéo em série (x > 0) correspondente a maior raiz.

(d) Se as raizes forem diferentes e nao diferirem por um inteiro, encontre também a
solucdo em série correspondente a menor raiz.
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11. A equacao de Legendre de ordem a é

(1-x2)y" = 2xy' + a(a+1)y= 0.
(A solucao dessa equacao, perto do ponto ordinario x = 0, foi discutida nos Problemas
22 e 23 da lista de exercicios da aula 5.3. O Exemplo 4 da aula 5.4 mostrou que x =

+1 sdo pontos singulares regulares)

(a) Determine a equacao indicial e suas raizes para o ponto x = 1.



(b) Encontre uma solucédo em série de poténcias de (x — 1) para (x — 1) > 0.
Sugestdo: Escreva (1 +x) =2+ (x—1) e x =1 + (X — 1). Outra maneira é fazer a

mudanca de variavel (x — 1) = t e determinar uma solugdo em série de poténcias de
t da forma feita na aula (pois nesse caso o ponto singular € t=0)

12. A equacao de Chebyshev é
(1=-x)y =xy'+a?y=0
em que a é constante; veja o Problema 10 da lista da aula 5.3.

(@) Mostre que x = 1 e x = =1 sao pontos singulares regulares, e encontre 0s
expoentes em cada uma dessas singularidades.

(b) Encontre duas solu¢cdes em torno de x = 1.

13. A equacao diferencial de Laguerre é

xy" + (1 -x)y'+Ay =0.

(a) Mostre que x = 0 € um ponto singular regular.

(b) Determine a equacéao indicial, suas raizes e a relacao de recorréncia.

(c) Encontre uma solucéo (x > 0). Mostre que, se A = m for um inteiro positivo, essa
solucéo se reduzird a um polindbmio. Quando normalizado apropriadamente, esse
polinbmio € conhecido como o polinébmio de Laguerre Lm(X).

14. A equacao de Bessel de ordem zero é

X2y" + xy' + x2y = 0.

(a) Mostre que x = 0 € um ponto singular regular.

(b) Mostre que as raizes da equacdo indicial sdo r1 =r> = 0.

(c) Mostre que uma solucéo parax >0 é

(d) Mostre que a série para Jo(X) converge para todo x. A funcéo Jo € conhecida como
a funcado de Bessel de primeira espécie de ordem zero.



15.Com referéncia ao Problema 14, use o método de reducao de ordem para mostrar
gue a segunda solucédo da equacéo de Bessel de ordem zero contém um termo
logaritmico.

Sugestao: Se y2(x) = Jo(X)v(X), entdo
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Encontre o primeiro termo na expansao em série de 1/[x(Jo(X)]?.
16. A equacao de Bessel de ordem um é
x2y" +xy'+ (x2- 1)y =0.
(a) Mostre que x = 0 € um ponto singular regular.
(b) Mostre que as raizes da equacéao indicial saor1 =1 er, = -1.

(c) Mostre que uma solucéo parax>0é
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(d) Mostre que a série converge para Ji(x) para todo x. A fungéo J: é conhecida como
a funcao de Bessel de primeira espécie de ordem um.

(e) Mostre que é impossivel determinar uma segunda solucdo da forma

X Z bx", x> 0.
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Para A = n, os coeficientes de todos os termos depois de x” sdo nulos.

16. (e) [(n—1)> - 1]b, = —b,_, e é impossivel determinar b,.



