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EQUACAO DE EULER

INTRODUCAO ,

d
Nosso problema é resolver equacdes da forma P(x) 24

dy
wﬁ' Q(X)E-FR(X))/ =0

na vizinhanca de um ponto singular x,.

Lembre-se de gque, se as funcoes P, Q e R forem polindmios sem fatores comuns,
0S pontos singulares da equacéo acima serao os pontos em que P(x,) = 0.

Equacoes de Euler. Uma equacao diferencial relativamente simples que tem um
unico ponto singular € a equacéao de Euler a seguir

x%y" +axy' + fy =0

em que a e 3 sdo constantes reais.

Neste caso, P(x) = x4, de modo que x = 0 € o Unico ponto singular regular; todos
0S outros sao pontos ordinarios.



EQUACAO DE EULER

INTRODUCAO x2y" + axy' + By =0
Por conveniéncia, vamos considerar primeiro o intervalo x > 0.

Lembre que (X")' = rx"le (X)" = r(r — 1)x™2. Logo, se supusermos que a equacao
tem uma solucao da forma

y=x
obtemos: Lix"] :IE(I:*)H + ax(x"Y + Bx'
=x2r(r— D" 2 + ax(rx™ ) + By’
=x"[r(r—1)+ ar + Bl.

Se r for raiz da equacao de segundo grau Fr)=rr—1)4+ar+ =0

entao L[X'] sera zero e y = X" sera uma solucao da equacao diferencial original



EQUACAO DE EULER

INTRODUCAO x2y" + axy' + By =0

Essas raizes sao: 1,1y =

e F() = (r = r)(r - 1,)

~(@-D+@—D2—4p
2

Como no caso de equacOes diferenciais lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes, € necessario considerar separadamente trés casos:

1. raizes reais e diferentes
2. raizes reais e iguais
3. raizes complexas conjugadas

De fato, a discussao inteira sobre equacdes de Euler é semelhante ao tratamento
de equacoOes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes
com e™ substituido por xV.



EQUACAO DE EULER

Caso 1: Raizes reais e distintas x*y" +axy' +py =0
Se F(r) = 0 tem raizes reais r; e r, com ry # 1,, entdo y,(X) =x" e y,(X) = x"2 s&o
solucbes da equacéo diferencial original x?y” + axy’ + By = 0.
Como o wronskiano

W(xrl,x'rz ) — (,rz _ ,rl)x'r1+'r2—1

nao se anula se r#r,, segue que a solucao geral da equacéo é:
y =c1X"t 4+ cyx" x>0
Se r nao for racional ... o que significa x™?

Nesse caso x" é definida por x" = e'nx

Vejamos um exemplo de raizes reais distintas... ;




EQUACAO DE EULER

EXEMPLO 1
Resolver: 2x%y" +3xy' —y =0 x>0

Fazendo y = x" obtemos
x"2rr =D +3r=1]1=x"Qr*+r-1D)=x"QCr-1D@+1) =0

Logo, r, =% er,=-1, de modo que a solucao geral é
1 2

y=cl\/§+c2i x>0

Vejamos agora 0 caso quando as raizes sao iguais...neste caso de fato temos
uma unica solucao na forma x'* pois a outra € igual...




EQUACAO DE EULER

Caso 2: Raizes reais iguais
Nosso problema aqui é obter a segunda solucéo...

Podemos obter uma segunda solucéo pelo método de reducao de ordem, mas
vamos considerar, para nossa discussao futura, um meéetodo alternativo.

Comor, =r, afuncdo F(r) fica: F(r) = (r—ry))=

Assim, neste caso, alem de F(r,) = 0, temos, também que F'(r,) = 0.

Isso sugere a diferenciacdo de L[x"] = x*y” + axy’ + By = 0em relacdo a r e,
depolis, a atribuicao r igual a r;.

Diferenciando a ODE em relacao a r, obtemos

0 0 d
= Lx"] = o [F ()] = o [0 =12 = (= )% InG) + 201 — )

Trocando as ordens de diferenciacao em relacéo a x e em relacao a r, obtemos tb:

d rl] — d rl] — r
o LIx"] =L[-x"] =L [x In(x)]



EQUACAO DE EULER

Caso 2: Raizes reais iguais
Obtivemos

0 0 0
= L[x") = o F()] = [ = )% = (= )% In () + 200 — )

0 L] = LExT] = L [x]
—L[x"] = L[o-%"] = L [x"In(x)]

Evidentemente que quando r = r, a expressao a direita da primeira equacao e =0
Portanto na segunda equacao:

L[x"In(x)]=0

Isso implica que x" In(x) com x>0 € nossa segunda solucao!
Vamos verificar calculando o wronskiano de y; ey,




EQUACAO DE EULER

Caso 2: Raizes reais iguais
O wronskiano de y, ey, €

W(x™,x™ Inx) = x?"1~1

gue nao se anula para x>0, entdo x™ e x"t In(x) formam um conjunto
fundamental de solucdes para x > 0 e a solucéo geral é

y = (c1+ ¢ Inx ) x™ x>0

Vejamos um exemplo...




EQUACAO DE EULER

EXEMPLO 2
Resolver: x%y" +5xy" +4y =0 x>0

Fazendo y = x" obtemos
x"[rr—1D)+5r+4]=x"(r?+4r+4) =0

Logo, r; =r,=-2, de modo que a solucéo geral é

y = (c1+ ¢ Inx ) x~2 x>0

Vejamos agora 0 caso quando as raizes sao complexas...
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EQUACAO DE EULER

Caso 3: Raizes complexas

Finalmente, suponha que as raizes r; e r, sao complexas conjugadas, r, = A + iy e
I, =A—ig,comp #O0.

O problema aqui € definir o que significa x" quando r € complexo...se definimos
ISSO, ja sabemos que x' é a solucéo...

Lembrando que x'=e" ™ e aplicando a formula de Euler obtemos:

A

xT = e"Inx — p(A+ip)Inx — ,AInx,iplnx — ,Inx”,iplnx

— X[

cos(ulnx) +isen(ulnx)],x >0
Assim y,(X) =x" e y,(x) = x"2 com r,e r, definidas acima, sao solucdes da ODE. A

solucao geral é At A
y(x) = cyx* T 4 coxtTH x>0

A desvantagem dessa expressao é que as fungdes xMiH e xMH assumem valores
complexos, mas sabemos que as partes reais sao solucoes também... Ja vimos
ISSO no estudo de equacOes diferenciais lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes... -



EQUACAO DE EULER

Caso 3: Raizes complexas

Da mesma forma que fizemos anteriormente (aula 3.2), podemos usar o Teorema 6
da aula 3.2 para obter solucdes reais usando as partes real e imaginaria de xM, a

saber,
y1(x) = x* cos(u1Inx) y,(x) = x* sen(uIn x)

Um calculo direto mostra que

Y1 Y2

vy = ux?*~1 # 0 paratodo x > 0.
1 V2

W =

Portanto, essas solucdes formam um conjunto fundamental de solucdes para x > 0,
e a solucao geral é:

y(x) = cy;x* cos(unx) + c,x? sen(pIn x) x>0

12




EQUACAO DE EULER

EXEMPLO 3
Resolver: x%y"+xy'"+y=0 x>0

Fazendo y = x" obtemos
xX"[rr—D+r+1]=x"0?*+1)=0
Logo, r; = i, de modo que a solucao geral é

y(x) = ¢1x% cos(Inx) + c,x° sen(Inx) = ¢; cos(Inx) + ¢, sen(ln x) x>0

Vamos analisar agora o comportamento qualitativo das solucbes da equacao de
Euler x?y” + axy’ + By = 0 perto do ponto singular x =0

13




EQUACAO DE EULER

Equacao de Euler perto do ponto singular x=0

O comportamento depende inteiramente dos valores dos expoentes r, e r, (ou
seja das raizes).

1. Se r for real e positivo, x* — 0 quando x tende a zero assumindo apenas
valores positivos.

2. se r for real e negativo, entao x' tornar-se-a ilimitado.

3.ser=0,x=1.

4. Se r for complexo, a solucao sera x* cos(u In x). Essa funcao torna-se ilimitada
ou tende a zero se A for, respectivamente, negativo ou positivo, e também oscila
cada vez mais rapidamente quando x — 0. Se A = 0, a oscilacao tem amplitude
constante

5. se as raizes forem repetidas, entao uma das solucoes terd a forma x" In X, que
tendeazeroser>0, e éilimtadaser<0

Essas possibilidades estao ilustradas nas figuras a seqguir

14



EQUACAO DE EULER

Equacao de Euler perto do ponto singular x=0

1. Se r for real e positivo, X — 0 quando x tende a zero assumindo apenas
valores positivos.

2. ser forreal e negativo, entao X" tornar-se-a ilimitado.

3.ser =0, x" =1.

VA

: 12 Observe o comportamento
de y quando x—0 para
distintos expoentes reais
de X

2_

15
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EQUACAO DE EULER

Equacao de Euler perto do ponto singular x=0

4. Se r for complexo, a solucao sera x* cos(u In x). Essa funcao torna-se ilimitada
ou tende a zero se A for, respectivamente, negativo ou positivo, e também
oscila cada vez mais rapidamente quando x — 0. Se A = 0, a oscilacao tem

amplitude constante

y 4
: y =xcos(5 In x)
| | |
0,125 025 0,375 05X
2

Parte real (A) negativa

—  y=xV2cos(5In x)

Parte real (1) positiva 16



EQUACAO DE EULER

Equacao de Euler perto do ponto singular x=0

5. se as raizes forem repetidas, entdo uma das solucoes tera a forma x' In x, que
tendeazeroser>0, e ¢éilimtadaser<0
Y4

17




EQUACAO DE EULER

O gue acontece se x<0 ?

A extensao das solucbOes da equacao de Euler para o intervalo x < O pode ser
feita de modo relativamente direto. A dificuldade esta em compreender o
significado de x' quando aléem de x<0O temos r negativo e néo inteiro; também
temos o problema que In x nao esta definido para x < 0.

As solucOes da equacéao de Euler que encontramos para x > 0 sao validas para X
< 0, mas, em geral, sdo complexas. Assim, no Exemplo 1, a solucao x2 é
Imaginaria para x < 0.

Sempre € possivel obter solucGes reais da equacao de Euler no intervalo x < 0
fazendo a mudanca de variavel a seguir. Seja x = —-¢, emque ¢ >0, e sejay =
u(¢). Temos, entao,

dy du dé  du d’y d ( ﬂ.’u) d¢  d*u
dx dfé dx  dE’ dx>  dé dé ) dx  d&

18



EQUACAO DE EULER

O gue acontece se x<0 ?
Substituindo na equagao obtemos: 2

d?u

d€2+a€d + fu=0 E>0

d¢
Mas, exceto pelos nomes das variaveis, esta € exatamente a mesma equacao
original de Euler com x>0, portanto, pelo que ja vimos teremos as seguintes
solucoes:

rp F 1 u(§) = 18" + 8"
r =1y u($) = (g + ¢z Iné)é"n
1,1, complexas:  u(§) = c;E* cos(ulné) + c,é*sen(ulné),

dependendo se os zeros de F(r) = r(r — 1) + ar + 3 sao reais e diferentes, reais e
iguais, ou complexos conjugados (como ja vimos)

Para obter u em funcéo de x, substituimos ¢ por —x nessa solucdes acima e assim
podemos combinar os resultados para todos os valores de x (excluindo x=0 que é
a origem)...ou seja:

19



EQUACAO DE EULER

Solucao para todo x diferente de zero

Podemos combinar os resultados para x > 0 e x < 0 lembrando que |x| = x quando
X >0 e |x] =—=x quando x < 0.

Logo, precisamos apenas substituir X por |xX| nas solucées encontradas para os
casos de raizes reais distintas, reais iguais e complexas, para obter solucles
reais validas em qualquer intervalo que nao contém a origem.

Portanto, a solucao geral da equacéo de Euler x?y” + axy’ + fy = 0 em qualquer
intervalo que n&o contém a origem é determinada pelas raizes r, e r, da equacéo
F(r)=r(r—1)+ ar + f = 0 como segue:

r #+ 1y y(x) = cq1|x|" + cy| x|
r =T7: y(x) = (c1 + c3 In|x|)|x|™
ry, T, complexas: y(x) = cllxl’1 cos(uln|x|) + cle sen(uIn|x|),

emquery, r,=Axiu.

20




EQUACAO DE EULER

Equacao de Euler deslocada
Finalmente, as solucdes de uma equacao de Euler deslocada por x, com a forma

(x —x0)%y" +alx —xp)y'+ By =0

sao semelhantes as ja descritas em todos 0s casos analisados.

Se procurarmos solucoes da forma y = (X — X,)", entao a solucédo geral € dada
pelas mesmas solugdes encontradas substituindo x por X — X,,.

Outra maneira é reduzir a equacao de Euler deslocada para a forma original
fazendo uma mudanca da variavel independente t = X — X,,.

Agora vamos voltar a considerar a nossa primeira equacao (do slide 2) ou seja a
equacao geral P(x) + Q(x)— + R(x)y = 0 em que X, € um ponto singular. Isto

significa que P(X,) = O e con3|deramos evidentemente que pelo menos um entre
Q e R nao se anula em X, (senéo tudo e zero na nossa equacao).

21



PONTOS SINGULARES REGULARES

Continuacao
Infelizmente, se tentarmos usar os metodos descritos nas aulas anteriores para

0S casos de pontos ordinarios para resolver a equacgao P(x) +Q( )

R(x)y = 0 na vizinhangca de um ponto singular Xg,, descobrlremos que esses
metodos nao funcionam.

ISso se deve ao fato de que, frequentemente, as solucdes desta equacao nao sao
analiticas em x, e, portanto, ndo podem ser representadas por uma série de
Taylor em poténcias de X — X,,.

Os Exemplos 1, 2 e 3 que vimos, ilustram esse fato; em cada um desses
exemplos, a solucao nao tem uma expansao em series de poténcias em torno do
ponto singular x = 0.

Portanto, para termos alguma chance de resolver a equacao na vizinhanca de um
ponto singular, precisamos usar um tipo de expansao em serie geral.

22



PONTOS SINGULARES REGULARES

Justificativa

Como uma equacao diferencial tem, em geral, poucos pontos singulares,
poderiamos especular se eles ndo poderiam ser, simplesmente, ignorados.

No entanto, isto ndo € possivel. Os pontos singulares determinam as
caracteristicas principais das solucfes de forma muito mais profunda do que
poderiamos suspeitar a primeira vista.

Na vizinhanca de um ponto singular, a solucéo torna-se muito grande em maodulo,
ou experimenta mudancas rapidas. Veja os Exemplos 1, 2 e 3 que ilustram isso.
Assim, o comportamento do sistema fisico modelado pela equacéo diferencial €,
com frequéncia, mais interessante em uma vizinhanca de um ponto singular.
Muitas vezes, singularidades geometricas em um problema fisico, como bicos ou
arestas, geram pontos singulares na equacao diferencial correspondente.

Entao, embora gueiramos, inicialmente, evitar oS poucos pontos em gque uma
equacao diferencial é singular, &€ precisamente nesses pontos que € necessario
estudar a equacao com muito cuidado.

23



PONTOS SINGULARES REGULARES

Procedimento

N0osso objetivo é estender o meétodo ja desenvolvido para resolver a equacao
diferencial perto de um ponto ordinario de modo gque ele possa também ser
aplicado na vizinhanca de um ponto singular x,.

Para fazer isto de modo razoavelmente simples, € necessario restringirmo-nos a
casos nos quais as singularidades das fungcoes Q/P e R/P em X = X, nao sao
muito severas — ou seja, vamos restringir a um tipo de singularidade chamada
“singularidade fraca” que cumprem a seguinte condicao:

. Qx) , . .
xllgclo (x — xq) P(x) é finito

. R(x) .
xll)nxqo (x — x9)? PO é finito

Tal ponto € chamado de ponto singular regular da equacéao diferencial

24



PONTOS SINGULARES REGULARES

. X
Procedimento lim (x — x,) ggxg é finito
X—X
O que significam estas condigoes? : R(x)
lim (x — xg)? é finito
X=X P(x)

Isto significa que a singularidade em Q/P nao pode ser pior do que (X — X,)™, e a
singularidade em R/P n&o pode ser pior do que (X — X)™>.

No caso da equacao de Euler, as condicOes acima sao satisfeitas (verifique).

Logo, a singularidade em uma equacao de Euler € um ponto singular regular. De

2
fato, veremos que todas as equacoOes da forma P(x)% + Q(x)% + R(x)y =0 se

comportam de modo muito parecido com as equacoes de Euler perto de um ponto
singular regular. Ou seja, solucdes perto de um ponto singular regular podem
Incluir poténcias de x com expoentes negativos ou que nao sejam inteiros,
logaritmos, ou Senos ou CoSsenos com argumentos logaritmicos.

A seguir (nesta e nas proximas aulas), discutiremos como resolver estas equacoes
na vizinhanca de um ponto singular regular. 25



PONTOS SINGULARES REGULARES

EXEMPLO 4
Determine os pontos singulares da equacao de Legendre e determine se eles sao
regulares ou irregulares.

(1-—x%)y"—2xy"+a(a+1)y=0

Nesse caso, P(x) = 1 — x%, de modo que o0s pontos singulares sdo x =1 e x = —1.
Observe que, quando dividimos a equacéao por 1 — x2, os coeficientes de y' e de y
ficam iguais a —2x/(1 — x?) e a(a + 1)/(1 — x?), respectivamente.

Vamos considerar primeiro o ponto x = 1

. Q(x) —2x | 2x
xh_)r)rclo(x ~ %o) P(x) - chl_r)ri(x -1 (1 — x2> B chl_r)ri (x + 1) =1
R 1 1
Jim (x - %0)* ng = lim(x - 1)* <a§a:;2)> = lim(x = 1) <C¥ECC¥++1 )> =0

Como esses limites séo finitos, o ponto X = 1 € um ponto singular regular. Pode-se
mostrar, de maneira semelhante, que x = -1 também é um ponto singular regular. =




PONTOS SINGULARES REGULARES

EXEMPLO 5

Determine 0s pontos singulares da equacao abaixo e determine se eles sao

regulares ou irregulares.
2x(x —2)y" +3xy' + (x—2)y=0

x=0 é um ponto singular e é regular pois:

lim (x — xg) 289 ) i lim—r = 0<
— = = 0.0)
xoxe 0 Px) T xm0  \2x(x = 2)2) T x202(x — 2)2
R(x) X — 2 X
I . 2 — 1 2 = ]j
Nm (= x0) gy = limx (Zx(x - 2)2> ST Teay Rl

Para x = 2, teremos...

27



PONTOS SINGULARES REGULARES

EXEMPLO 5

Para x = 2, teremos...

_ 3x
2x(x —2)2) o2 2x(x — 2)

lim (x — xg) 46

X=X P(x) - chi—Ig(x -2 (

Para x = 2, o limite nao existe portanto € um ponto singular irregular

Vejamos a seguir um exemplo onde os coeficientes da equacao diferencial nao
sao polindbmios, mas sao funcdes que podem ser decompostas por series de

Taylor convergentes em torno de X, — ou seja, se as funcgoes “coeficientes” forem
analiticas em X = X,

28




PONTOS SINGULARES REGULARES

EXEMPLO 6

Determine 0s pontos singulares da equacao abaixo e determine se eles sao
regulares ou irregulares.

(x —m/2)?y" + (cosx)y' + (senx)y = 0

O Unico ponto singular é x = 11/2. Para estuda-lo, vamos analisar se as funcdes
“coeficientes” s&o analiticas em ©/2, explicitamente as funcoes:

COS X COS X SeENn x

- 2 — —_ 2 2 —
& =m/ ) 2 T =2 e =m /) T yaye T SenX
Lembrando de calculo que a série de Taylor para cos x em torno de x = 11/2, é:
*© —1 n+1
COS X = 1) (x —m/2)?mt

(2n + 1)! .
n=0



PONTOS SINGULARES REGULARES

EXEMPLO 6

Assim:
)n+1

COS X
Xx—1/2 +Z(2n 1)!("_”/2)2 ’

gue converge para todo x e portanto é analitica em 11/2.
Analogamente, sen x € analitica em x = 11/2 pois a série de Taylor para sen x em

torno de x = 11/2, é:

senx = z (Zn)' (x — 1 /2)%"

gue converge para todo x.
Portanto, concluimos que 11/2 € um ponto singular regular para essa equacao.
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PONTOS SINGULARES REGULARES

Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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