LISTA 05_3 EQUAGOES DIFERENCIAIS
Solugdes por séries de poténcias parte Il
Respostas no final
Gabaritos na pagina do professor

Em cada um dos problemas de 1 a 4, determine ¢” (xo), $"(Xo0) € ¢ (xo0) para o ponto
dado xo, se y = ¢(xo) € uma solucdo do problema de valor inicial dado.

V' +y=0; »0)=1, »'(0)=0
Y'+(senx)' +(cosx)y=0; y0)=0, y(0)=1
3. X'+ +xp +3(Inx)y=0; w1)=2, ¥ (1)=0

V' +Hxy +(senx)y=0; y0)=a, V' (0)=aq
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Em cada um dos problemas de 5 a 8, determine uma cota inferior para o raio de
convergéncia da solugcdo em série da equagéao diferencial dada em torno de cada
ponto x0 dado
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5. yV'+4d'+6xy=0; x,=0, x,=4

6 (X =2x=3p"+x" +4y=0; x,=4, x,=—4, x,=0
7. 1+ "+40'+y=0; x,=0, x,=
8

x"'+y=0; x,=1

9. Determine uma cota inferior para o raio de convergéncia da solucdo em série em
torno de xo dado para cada uma das equacoes diferenciais dadas nos problemas 1 a
14 da lista 5.2 da aula anterior
10. A Equacéao de Chebyshev. A equacéao diferencial de Chebyshev é

(1-x3y” -xy + a2y=0,

em que a € uma constante.

(a) Determine duas solucdes em séries de poténcias de x para [x| < 1 e mostre que
elas formam um conjunto fundamental de solucdes.

(b) Mostre que, se a for um inteiro ndo negativo n, entdo existira uma solugao
polinomial de grau n. Esses polindbmios, quando normalizados adequadamente,



sdo chamados de polindmios de Chebyshev. Sdo muito Uteis em problemas que

necessitam de uma aproximacao polinomial para uma funcéo definida em —1 < x
<1.

(c) Encontre uma solucgao polinomial para cada um dos casos emquea=n=0, 1, 2,
3.

Para cada uma das equacgdes diferenciais nos problemas de 11 a 14, encontre 0s
quatro primeiros termos nao nulos em cada uma de duas solu¢cdes em série em torno
da origem. Mostre que elas formam um conjunto fundamental de solu¢des. Qual o
valor que vocé espera que tenha o raio de convergéncia de cada solugao?

I1. y"(senx)y=20
12. ey"+xy=0
13. (cosxp”" +x1'=2y=0

14, e*xy"+In(l +x)y'—xy=0

15. Sejam x e x? solu¢des da equacao diferencial P(x)y” + Q(x)y” + R(x)y = 0. Vocé
pode dizer se o ponto x = 0 € um ponto ordinario ou um ponto singular? Prove sua
resposta.

Equacdes de Primeira Ordem. Os métodos de expansao em séries discutidos nesta
aula sdo diretamente aplicaveis a equacdo diferencial linear de primeira ordem
P(x)y’ + Q(x)y =0 em um ponto Xo, se a funcéo p = Q/P tiver uma expansdo em série
de Taylor em torno desse ponto.

Tal ponto é chamado de ponto ordinario e, aléem disso, o raio de convergéncia da
série Yo a,X" é pelo menos tdo grande quanto o raio de convergéncia da série para
Q/P. Em cada um dos problemas de 16 a 21, resolva a equacéao diferencial dada por
uma seérie de poténcias em x e verifique se ao pode de fato ser arbitrario em cada
caso. Os Problemas 20 e 21 envolvem equacdes diferenciais ndo homogéneas para
as guais os métodos de expansdo em seéries podem ser estendidos facilmente.
Sempre que possivel, compare a solucdo em série com a obtida pelos métodos das
aulas 2.1; 2.2;... etc.

16. y'—y=0

7. y'—xy=

18. y' =€y, apenas trés termos
19, (1—=xp'=y

20. Yy -y=x

21, Yy +xy=1+x



A Equacéao de Legendre. Os problemas de 22 a 29 tratam da equacao de Legendre
(1-x2)y” -2xy’ + a(a +1)y=0.

Como indicado no Exemplo 3, o ponto x = 0 é um ponto ordinario dessa equacao, e
a distancia da origem ao zero mais préximo de P(x) = 1 — x? é 1. Logo, o raio de
convergéncia da solucdo em série em torno de x = 0 é pelo menos 1. Note, também,
gue basta considerar a > —1, pois, se a < -1, entdo a substituicdo a = —(1 + y), em
que y 2 0, leva a equacao de Legendre (1 —x?)y” —2xy’ +y(y+ 1)y = 0.

22. Mostre que duas solucdes da equacio de Legendre para |x| < 1 sdo

_ ala+1) , ala-2)(a+1)(a+3) ,
.\'1(.\): I—T\ + T .

= v (a=2m+2 2m —
+Z(_l)ma (a—2m+2)(a+1) - (a+2m-1) ,

ST
— (2m)!

N i(_l)m(a— 1) (a@=2m+1)(a+2) - (a+2m) ,, .,
2m+1)! '

m=3

23.  Mostre que, se a for zero ou um inteiro positivo par 2n, a solugdo em série v, se reduzira a um polindmio de grau 2» contendo apenas
poténcias pares de x. Encontre os polindmios correspondentes a a = 0, 2 e 4. Mostre que, se a for um inteiro positivo impar 2n + 1, a
solucdo em série y, se reduzird a um polindmio de grau 2n + 1 contendo apenas poténcias impares de x. Encontre os polindmios
correspondentesaa=1,3 e 5.

."' 24. O polinomio de Legendre P,(x) ¢ definido como a solugdo polinomial da equagdo de Legendre com a = »n que satisfaz, também, a
condicdo P,(1)=1.
(a) Usando os resultados do Problema 23, encontre os polindmios de Legendre Py(x), ..., Ps(x).
(b) Faga os graficos de Py(x), ..., Ps(x) para—1 <x < 1.
(c) Encontre os zeros de Py(x), ..., Ps(x).

25. Pode-se mostrar que a formula geral para P,(x) é

ln/ 2] : )
| (-1)*(2n-2k)! 5

P(x) :? Z k'(n—-k)(n-2k)! !

k=0

em que |.n/2J denota o piso de »/2, ou seja, 0 maior inteiro menor ou igual a n/2. Observando a forma de P,(x) para n par e impar, mostre
que P(~1) = (-1)".

26. Os polindmios de Legendre tém um papel importante em fisica matematica. Por exemplo, ao resolver a equacdo de Laplace (equacio do
potencial) em coordenadas esféricas, encontramos a equagao



27.

28.

29.

9] - -
d°F(¢) dF(e :
——— 4+ cotog——+n(n+ 1)F(e)= 0, OD<e<m,
de? de
em que » € um inteiro positivo. Mostre que a mudanca de varidvel x = cos ¢ leva a uma equacdo de Legendre com o = n para y =f (x) =
F(arccos x).

Mostre que, paran =0, 1, 2, 3, o polindmio de Legendre correspondente ¢ dado por

n
_ 1 d (2 —1)"
2nn! dxn )

Essa formula, conhecida como formula de Rodrigues,” é valida para todos os inteiros positivos #.

Pp(x)

Mostre que a equacdo de Legendre também pode ser escrita como
[(1 =x)] ==ala+ Dy.

Segue, entdo, que
[(1 —.1’3)P,’i(.\')|' =—nn+1)P,(x) e |(I —.1'3)P,'”(.r)|' =—m(m+1)P,,(x).

Multiplicando a primeira equagdo por P,(x), a segunda por P,(x), integrando por partes ¢ depois subtraindo uma equacgio da outra, mostre

que

1
f Pu(x)Pp(x)dx =0 se n# m.

1
Essa propriedade dos polindmios de Legendre ¢ conhecida como a propriedade de ortogonalidade. Se m = n, pode-se mostrar que o valor
da integral acima ¢ 2/(2n + 1).
Dado um polindmio f'de grau n, é possivel expressar f como uma combinag¢io linear de P,, P, P, ..., Py
n
f(x) =) axPi(x).
k=0

Usando o resultado do Problema 28, mostre que

2k +1 ['
Ay = 2—[ F(x)Py(x)dx.
-1
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RESPOSTAS

L4 (0)==1, ¢"(0)=0, ¢90)=3
. 4" (0)=0, ¢"(0)=-2, ¢0)=0
L7 (1)=0, o"(1)=-6. ¢“(1)=42
@7 (0)=0, ¢"(0)=—a, a?(0)=-4a,
. Pp=R, p=D0

-p=L p=3 p=1

-p=1, p=1\3
.p=1

.(@)p==

(b) p==

() p==

(d) p==

(€) p==
(ﬁp=\'§

(8) p=r
(h) p=1
@ p=1
() p=2

® p =13

"

= 1- - E-E , E- Y- )
ne=1- = e = |
[(2m - 2)2 - 2]+ (22 - d?)a?

(2m)!
l-a? , (3-ad))(1-d)
r+ X +
3! 5!

[(2m— 12— @] (1 - a?)
(2m+ 1)!

(b) y,(x) ou y,(x) termina com x”" quando & = # ¢ par ou impar

(@)

ya(x) = x+

3_m+l+_”




11.

12.

13.

14.

21.

23.

24.

1 .6 1 1 7

y — 1.3 1 ..5 . ol v — 1 6
_‘41(1')— | - EX + m.\ + m.\ i LN _"2(.\)— X - ﬁr‘l'f‘ m.\ + mx + e
p:OC'

y — 1.3 1 1.5 , — v 1 1 .5 1 ..
i) =1- 2+ Sxt— L0+ 0 () = x— St 50— ot
p:OC-
i) =14 2+ S+ x4+ L ) = x4 p0+ p0 + gy e
p =72

y _ 1.3 1 | sl v — 1.3 1. 7 45
yitx) =1+ 23+ St = Sxb+0 0 () =x— e+ gt S+
p=1

. Nio ¢ possivel especificar condigdes iniciais arbitrarias em x = (; logo, x = 0 € um ponto singular.
.\'2 X"
y=1l+x+ —++ —+--=¢
' 2! n!
1 Y2 P b x2n
y=14+ — + + -+t +
: 2 2-4 2-4-6 27 - n!
y=1+x+ 32+ 0% +---
" 1

: 1-x
' .\,2 X" ",3 .‘,4 _\,n

y=ap|l+x+ —+-+ —+-- |+2( =+ —+-+ —+---

: 2! n' 3 4! n!

¢
. = X" - 5
= ape* + 2 e—l—.\‘—? =cefE—-2—-2x—-x
1 .‘,2 . x-i ",6 ) .\ (— l)".\’zﬂ .
“ — a() — — — - PO e — ¢ e
. 2 222! 233! 2"n!
4

,
_2n * ¥ x X
= ae P+ [x+ = - =—- # g s

3 { 2 5
I, 1- 322, 1- 1062+ 2% x, x— 233, x— B3+ 2

(a) L, x, 332 — 1)/2, (5x° — 3x)/2, (35x* — 3022 + 3)/8, (63x° — 70x° + 15x)/8
() Py, 0; P, £0,57735; Py, 0, £0,77460; P,, +0,33998, £0,86114; P, 0, 0,53847, +0,90618



