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INTRODUCAO

Vamos considerar, agora, métodos para resolver equacoes lineares de segunda
ordem quando os coeficientes sao funcoes da variavel independente. Nesta aula,
denominaremos a variavel independente por x (antes utilizavamos t)...

d?y d

P() 75 +Q(x) 2:+R(x)y= 0

d
Vamos supor inicialmente que P, Q e R sao polindmios sem fatores comuns e gue
gueremos resolver a equacao acima em uma vizinhanca de um ponto X,.

Um ponto x, no qual P(x,) # 0 é chamado de ponto ordinario. Como P é continuo,
segue gque existe um intervalo em torno de x, no qual P(x) nunca se anula. Nesse
Intervalo, podemos dividir a equacao por P(x) para obter

d? d .
d_szl n p(x)d_i] +g(x)y =0 em que p(x) = ]QJSS q(x) = ng
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INTRODUCAO

Como p(X) e g(x) sdo funcdes continuas, pelo Teorema 1 de existéncia e
unicidade da aula 3.2, existe uma unica solucao da equacao nesse intervalo que
tambem satisfaz as condi¢cOes iniciais y(Xg) = Yo Y(Xo) = Y, para valores
arbitrarios de vy,,.

Por outro lado, se P(x,) = 0, entdo x, € chamado de ponto singular e nesse caso,
pelo menos um entre Q(X,) e R(x,) € diferente de zero (pois P, Q e R séo
polindbmios sem fatores comuns entre eles)

Em consequéncia, pelo menos um dos coeficientes p ou q (ou ambos) torna-se
ilimitado quando x — X,; portanto, o Teorema 1 de existéncia e unicidade da aula
3.2 nao se aplica. Ponto singulares serao tratados mais adiante.

Vamos comecar resolvendo a equacdo em uma vizinhanca de um ponto ordinario
Xo-
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Procuramos solucoes da forma

00

y() = ) an(x—xp)"

n=0

Entanto se esteja no intervalo de convergéncia esta série (que representa y(x)) é
continua e tem as derivadas de todas as ordens

O modo mais pratico de determinar os coeficientes a,, & substituir y, y' e y" na
equacao original utilizando a serie acima e suas derivadas. Os exemplos a sequir
llustram esse processo. As operacoes envolvidas nos procedimentos, como a
diferenciacdo, séo justificaveis, desde que permanecamos no intervalo de
convergéncia.
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EXEMPLO 1
Encontre uma solucédo em série paraaequacdo y"+y=0,—c0o<x < 0

Como sabemos, um conjunto fundamental de solucfes para essa equacao e
COmposto por sen X e cos x, de modo que 0s métodos de expansao em serie nao
SA0 necessarios para resolver a equacao.

No entanto, esse exemplo ilustra o uso de séries de poténcias em um caso
relativamente simples.

Neste caso P(x) = 1, Q(x) = 0 e R(x) = 1; logo, todo ponto € um ponto ordinario.
Vamos procurar uma solucdo em forma de série de poténcias em torno de x, = 0,
calculamos as derivadas...e substituimos na equacao original...

co

y(x) = z anx" y'(x) = z na,x™ ! y"(x) = z n(n — Da,x"*
n=0 n=1

n=2
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EXEMPLO 1
A substituicdo de y e y” pelas series na equacao original fornece:

(0.0)

Z nn—1a,x"2+ Z a,x™ =0
n=0

n=2

Para combinar as duas séries, precisamos reescrever pelo menos uma delas de
modo que ambas tenham o mesmo termo geral. Assim, mudamos o indice do
somatodrio na primeira série substituindo n por n+2 e comecando a soma em 0 em

vez de 2. Obtemos

co

z(n +2)(n+ 1Da,;,x™ + z a,x* =0 ou 2[(7’1 +2)(n+1Da,., +a,]x™" =0
n=0 n=0

n=0
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EXEMPLO 1

Para que essa equacao seja satisfeita para todo x, € preciso que o coeficiente de
cada poténcia de x seja nulo; logo, podemos concluir que

2 [(n+2)(n + Dapy, + ay]x™ =0
n=0

2 T T D+ 1)

Este tipo de expressao € conhecida como uma relacao de recorréncia. Os
coeficientes sucessivos podem ser calculados um a um escrevendo-se a relacao
de recorréncia, primeiro para n = 0, depois para n = 1, e assim por diante. Neste
caso o0s coeficientes com indices pares (ag, a,, a4, . . . ) € 0s com indices impares
(a4, a3, &g, . . . ) sSao determinados separadamente (sao independentes).

n+2)(n+1a,4, +a, =0 ou n=20,12,...
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—d
EXEI\/IPLO 1 A= o 2)(’; =y n=0,1,2,...
ASSImM .
Ao a; = ———
azz_f, 3 32’
a :——2a21: aO aSZ_&: al
4 4.3 4.3.2.1 561:4 5'4"3'2'1
¢~ 6.5 6:54-3-2-1 P
: :_7.6-5-4-3-2'1
D g 5
Y2k =T k) I (-1)*a,

a2k+1=(2k+1)! k:1,2,3,...

a, € a, sao constantes arbitrarias determinadas pelas condi¢des inicials.
Substituindo esses coeficientes temos... 5
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EXEMPLO 1 %
| _ n (= 1)k (=D
Assim temos que: Y(x) = Z;anx Aok = iy Yo G2kt T oy

Portanto, substituindo temos em y(X):

_ N ED S, D",
Y(x)—aoz@n)' "ta Z(2n+1)' o

Usando o teste da razao, e facil mostrar que cada uma das séries acima
converge para todo x. De fato, reconhecemos que a primeira série € exatamente
a serie de Taylor para cos x em torno de x = 0 e que a segunda € a série de
Taylor para sen x em torno de x = 0. Assim, como esperado, obtivemos a
solucao y(x) = a, cos x + a, sen x que sao as solucoes fundamentais da equacao
y" +y = 0 com coeficientes constantes. 0
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EXEMPLO 1

As figuras abaixo mostram como as somas parciais das seéries aproximam as
funcoes cos x e sen X.

No entanto uma série de poténcias truncada fornece apenas uma aproximacao
local da solucao em uma vizinhanca do ponto Inicial x = 0; ela nao pode

representar adequadamente a solucao para valores grandes de |x| (ver figuras)

yz“_ n=4 n=8 n=12 n=16 n=20 Y1 n=5 n=9 n=13 n=17 n=21
2_

| | | | I I I A | I >
=l i= 1k

y = COS X

n=2 mn=8 n=10 n=14 n=18 n=3 n=7 n=11 n=15 n=19

10
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EXEMPLO 1
Comentarios

Embora vocé tenha visto, provavelmente, as funcdées seno e cosseno pela
primeira vez de um modo mais elementar em termos de triangulos retangulos, é
Interessante que essas funcdoes podem ser definidas como solucdoes de certas
equacoes diferenciais lineares de segunda ordem simples.

Para ser preciso, a funcdo sen x pode ser definida como a unica solucéo do
problema de valor inicial y" + y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1, analogamente, cos X pode
ser definido como a unica solucéo do problema de valor inicial y" +y =0, y(0) = 1,
y'(0) = 0.

Muitas outras funcdes importantes em fisica matematica também séo definidas
como solucdes de determinados problemas de valor inicial. Para a maioria
dessas funcbes, nao existe maneira mais simples ou mais elementar de estuda-
las.

11
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EXEMPLO 2 - A equacao de Airy

Encontre uma solucéo em série de poténcias de x para a equacao de Airy

y' —xy=0,—0 < x < ©

Olhando para essa equacéao, P(x) = 1, Q(x) = 0 e R(X) = —=x; logo, todo ponto € um
ponto ordinario (pois P(x,) # 0 para todo X,). Vamos escolher x,=0

Vamos assumir que a solucdo pode ser escrita como uma série de poténcias e
procedemos a aplicar nosso método:

10.0) 0.0) (00)

n=0 n=1 n=2

Substituindo estas expressoes na equacao original...

12
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EXEMPLO 2 - A equacao de Airy —combinando as séries

Assim a equacao original y” — xy = 0 fica:

(0.0) 00
E n(n—Da,x" % — E a,x"t =0
n=2 n=0

Deslocando os indices...

z(n +2)(n+ Da,;,x™ — Z a,_1x"=0 ou 2-1-a,+ Z[(n +2)(n+ 1Da,4 o —ap_1]x" =0
n=0 n=1

n=1

Novamente, para que essa igualdade a zero seja satisfeita para todo x (em algum
Intervalo), os coeficientes das poténcias iguais de x a ambos lados da igualdade
devem ser iguais; portanto, a, = 0 e obtemos a relagao de recorréncia... .




SOLUCOES EM SERIES. PONTO ORDINARIO PARTE |

EXEMPLO 2 - A equacao de Airy —relacao recorrente

Como vimos a igualdade a zero implica que:
a =0 [((n+2)(n+ Dayp —ap1]x™ =0

A relacao de recorréncia para os coeficientes é de 3 em 3.
a, determina as, que por sua vez determina ag, . . . ;
a, determina a,, que determina a-, . . . ;

portanto teremos 3 conjuntos de coeficientes, sendo gue em um conjunto 0S

elementos séo todos zeros (0 que comecga com 0 a,=0 e portanto ar =ag = ... =0)
Logo:

a = In-1 ou I tn
T (n+2)(n+ 1) T (n+3)(n+ 2)

n=01,2,...

14
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EXEMPLO 2 - A equacao de Airy — coeficientes

Un

Resumindo obtemos que: a, =0 = =0,1,2,...
a 2 3T 2

Como a,=0,entaoa; =ag=a;; =... =0

Para a sequéncia a,, a3, a4, a4, - . . , fazendon =0, 3, 6, 9, . . . na relagcao de

recorréncia obtemos

Qo _as Ao Qe Ao
3= % =5 672.3.5-6 “9~T8.972.3.5.6-8-9

Esses resultados sugerem a formula geral...
Ao

3= 573.5.6-8-9-3n—-1)3n)

15
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EXEMPLO 2 - A equacao de Airy — coeficientes

Para a sequéncia a,, a,, a,, a4y, . - . , fazendon =1, 4, 7, 10, . . . na relagao de
recorréncia obtemos
S 4y a a7 aq
“T3r YTe7T3.2.6-7 0797107 34-6-7-9-10

Esses resultados sugerem a féormula geral...

a3n+1—3,4.6.7.9.10(3n)(3n+1)

Assim, a solucao geral da equacao de Airy é:

16
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EXEMPLO 2 - A equacao de Airy —solucéao geral

y(x) =
_ x3 x6 x3n
— 1 _I_ _|_...-|- +
U I 2-3(3n—1)(3n)
! 4 7 x3n+1
_I_ _I_ _I_ _|_...-|- +
e A D 3-4--(Bn)(3n+1)
Ou....
00 3n+1
_ + +
y(x) = ao 4 (3n—1)(3n) L ZB 4--(Bn)(Bn+ 1)

Em que a, e a; sao arbitrarias (definidas pelas condic¢des iniciais)
Essas series convergem?

17
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EXEMPLO 2 - A equacéao de Airy —analise

x3n

1+;2 3 (3n-1)(3n)

x3n+1

x+;3-4---(3n)(3n+ 1

y(x) = ay + a4

E facil usar o teste da raz&o para mostrar que ambas as séries convergem para
todo Xx.

Vamos considerar dois casos:

(1)ay =1, a; =0 e yO)=1 vy'(0)=0
(2)ay,=0, a; =1 e y0) =0 vy'(©0)=1

Chamando y, e y, as funcOes definidas no primeiro e no segundo par de
colchetes, é facil ver que y, e y, séo solucbes da equacao inicial pois y, satisfaz a
condicao (1) ey, satisfaz a condicao (2).

18
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EXEMPLO 2 - A equacéao de Airy —analise

> x3n
1+ )
2-3--(3n—1)(3n)
n=1

Portanto, W(y,, ¥,)(0) = 1 # 0 e, em consequéncia, y, e Yy, formam um conjunto
fundamental de solugdes...

x3n+1

x+;3-4---(3n)(3n+ 1

y(x) = ay + a4

y1(0)  ¥,(0)
y1(0)  y3(0)

W(y1,¥2)(0) = = ¥1(0)y2(0) — ¥1(0)y,(0) =1

Logo, a solucéo geral da equacédo de Airy é:y (X) =ay Y,(X) + a; Yo(X) —0<XxX<

Vamos ver agora os graficos das solucdes y, e y,, respectivamente, da equacao
de Airy, assim como os graficos de diversas somas parciais destas duas séries
entre colchetes... o
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EXEMPLO 2 - A equa(;éio de Airy — anélise

* 3n+1

Z 3.4 (3n)(3n + 1)

+a1 X +

y(x) = ag

(3n —1)(3n)

39 |27 |15 n=49| 371 | 25/ |13

n =45 838 21 9 3 == 43 31 19 7 o

Aproximacoes polinomiais da solucao y,(x) e y,(x) da equacao de Airy. O valor de
n &€ o grau do polinbmio na aproximacao. As somas parciais fornecem
aproximacoes locais para as solu¢cdes em uma vizinhanca da origem x=0 2
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EXEMPLO 2 - A equacéao de Airy —analise
i , Embora a qualidade da aproximacao melhore

S W »5/" " A medida que aumenta o nimero de termos,
nenhum polinOmio pode representar de modo
il AL A / adequado y, ou y, para valores grandes de |x|.
_m'/\ —— L Por exemplo, na figura de y, os graficos para n
\/ =24 e n =27 comecam a se separar em torno
B de x = =9/2. Portanto, além desse ponto, a
39| |27 |15 soma parcial de grau 24 nao serve como uma
mESLSEE ] 2 aproximacao da solucao

Observe que ambas as funcoes y, e y, s&o monodtonas para x > 0 e oscilatdrias para
X < 0. As oscilacdes nao sao uniformes, mas decaem em amplitude e aumentam em
frequéncia quando aumenta a distancia da origem. As solucbes y, e y, da equacao
de Airy nao sao funcoes elementares que voceé ja encontrou em Calculo.

E se desejamos obter uma aproximacao em X,=17? ...vejamos o0 exemplo a seguir... =
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EXEMPLO 3 - A equacao de Airy em X,=1
Encontre uma solucéo da equacao de Airy em poténcias de x — 1.
y' —xy=0,—0 < x < ©

Como sabemos, P(x) = 1, Q(x) = 0 e R(X) = —X; e todo ponto (incluindo x,=1) € um
ponto ordinario (pois P(x,) # 0 para todo Xx,)

Vamos assumir que a solucdo pode ser escrita como uma série de poténcias e
procedemos a aplicar nosso metodo:

y(x) = 2 anx" y'(x) = z na,x™ ! y"'(x) = 2 n(n — 1a,x"*
n=0 n=1 n=2

Substituindo estas expressoes na equacao original e deslocando os indices...
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EXEMPLO 3 - A equacao de Airy —combinando as séries

Assim a equacao original y" — xy = 0 fica:

00

E(n +2)(n 4 Day.,(x— 1" = x Z a,(x — 1"

n=0 n=0
Para igualar os coeficientes das poténcias iguais de (x — 1), precisamos escrever
X em poténcias de (x — 1); ou seja, escrevemos X =1 + (x — 1) (note que essa é
precisamente a serie de Taylor de x em torno de x = 1). Entao, teremos...

co

D 4D+ Danep(e- D=1+ @x = 1] ) anlx—1"
n=0

n=0
(0e] (0e] (00) (0]

= 2 a,(x — 1" + Z a,(x — 1" = Z a,(x — 1" + z a,_1(x—1)"

n=0 n=0 n=0 n=1
23
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EXEMPLO 3 - A equacao de Airy —relacao recorrente

Assim chegamos nesta expressao:

n+2)(n+ 1Da,;,(x —1)" = a,(x—1)" + a,_1(x—1)"

Igualando os coeficientes das poténcias iguais de x — 1, encontramos

Ao
2a2=a0:a2=7'

Ao Qaq
3°2a3=a1+a0$a3=z+z,
4.3 n T 4
-3a, = a a1 = Ay = ,

42 YT 24 7 12

n+2)(n+1a,, =a, +a,_1,(n=>1)

24
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EXEMPLO 3 - A equacao de Airy —solucéao
Portanto, a solugao em torno de x, = 1 é:

(x-1)?% (x-17° (x-1* (x—1)° (x—-1*

— 1 -1
y) = ao|1+——F—+———+——+ -V +———+——+

NOs nao encontramos uma expressao para o termo geral pois, quando a relacao

de recorréncia tem mais de dois termos, como neste caso (temos 3 termos) a
determinacdo de uma formula para a, em funcao de a, e a, € bem complicada,

se nao impossivel.

Sem tal formula, ndo podemos testar a convergéncia das duas séries por
metodos diretos, como o teste da razao.

Isto significa que nossas manipulacoes para chegar a solucéo sao suspeitas. No
entanto, veremos na sequencia que é possivel mostrar que as duas séries entre
colchetes convergem para todo x. Alem disso, elas definem as funcbes y; e y,
gue formam um conjunto fundamental de solucdes da equacao de Airy, ou seja: 25

+ aq
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EXEMPLO 3 - A equacao de Airy —solucéao
O conjunto fundamental de solucdes da equacao de Airy é:
y(x) = agyz(x) + a1ys(x)

Nos Exemplos 2 e 3, encontramos dois conjuntos de solucdoes da equacao de
Airy, as funcoes y, e y, , que formam um conjunto fundamental de solu¢cOes para
todo x, o que também é verdade para as funcoes y, e y, definidas pelas duas
ultimas séries (do exemplo 3)...0 que isso significa?

De acordo com a teoria geral de equacoes lineares de segunda ordem, cada uma
das duas primeiras funcdes pode ser expressa como combinacao linear das duas
ultimas funcbes, e vice-versa — um resultado que, certamente, ndo é Obvio
examinando-se apenas as series.

26
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco

27
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