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SERIES DE POTENCIAS

INTRODUCAO

Vamos discutir a utilizacao de séries de poténcias para construir conjuntos
fundamentais de solucoes para equacoes diferenciais lineares de segunda ordem
cujos coeficientes sao funcdes da variavel independente.

Comecamos resumindo alguns resultados sobre series de poténcias. Os que

precisarem de mais detalhes do que os contidos aqui devem consultar um livro de
Calculo. 0o

1. Uma seérie de poténcias z a,(x —xo)™ converge em um ponto X se existe

n=1

m

lim a, (x — xo)™
M —>00
n=1

A série certamente converge em X = X, e pode convergir para todo x, ou pode
convergir para alguns valores de x e nao convergir para outros
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2. Uma série de poténcias 00

D anlx—xo)"

n=1

converge absolutamente em um ponto x se a série a seguir converge

(0.0) (0]
Zmn(x — xo)"| =Z|an||x — xo|"
n=1 n=1

Pode-se mostrar que, se a serie convergir absolutamente, entao ela ira convergir;
Nno entanto, a reciproca nao é necessariamente verdadeira
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3. Um dos testes mais uteis para a convergéncia absoluta de uma série de
poténcias é o teste da razdo. Se a, # 0 e se, para um valor fixo de X

an+1(x _ xO)n+1 An+1

Un

lim

n—-00

= |x — xy]|L,

= [x — xn| lim
Ap (X — Xxp)" | ol n==eo

entao converge absolutamente naquele valor de x se [x — Xy|L < 1 e diverge se |x —
Xo|lL > 1. Se |x — x0|L = 1, o teste é inconclusivo.

Vejamos um exemplo...
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EXEMPLO 1

Para quais valores de x a série de poténcias a seguir converge?
(0.0)
> (=1 nx—2)"
n=1

Vamos usar o teste da razao para testar a convergéncia. Temos:

(—D™"2(n+ 1)(x — 2)**1!
(_1)n+1n(x — Z)n

1
lim = |x — 2| lim = |x — 2|
n—o0o n

n—o>00

De acordo com o item 3, a série converge absolutamente para |x — 2| < 1,0u 1 <
X < 3, e diverge para [x — 2| > 1. Os valores de x para os quais [x — 2| =1 sao x =
1 e x = 3. A série diverge para cada um desses valores de X, ja que 0 n-ésimo
termo da série néao tende a zero quando n — « (veja a série original).
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4. Se a serie de poténcias

co

Z an(x — x0)"

n=1

convergir em X = X,, entdo ela convergira absolutamente para |x — X,| < |X; — X,l|; €
se ela divergir em x = X4, entéo ira divergir para |X — Xg| > [X; — X,
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5. Para séries tipicas como a do Exemplo 1, existe um numero positivo p, chamado

de raio de convergéncia, tal que | A série |
Sséne I converge - dﬁh série
o
IVerge L absolutamente | Verge
Tl AL ALl gy g gy
a x - x '.'.':'.".l.llllllll'l'.'.'.'|'."...'.'|'|'|'|'|'|'|'|'|J.r.'.'|'|'|' ’-
Zl 2 (x = o) e _L
n=

\ A série pode /

convergir ou divergir

converge absolutamente para |[x — X,| < p e diverge para |x — X,| > p.

O intervalo [x — Xy| < p é o intervalo de convergéncia; A série pode convergir ou
divergir quando [x — X,| = p. Se converge para todos os valores de x entdo p é
infinito. Se converge apenas em X, implica que p = 0 e a série ndo tem intervalo de
convergéncia.

Incluindo esses casos excepcionais, toda série de poténcias tem um raio de
convergéncia nao negativo e, se p > 0, existe um intervalo de convergéncia (finito ou
Infinito) centrado em X, (ver figura) 7
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EXEMPLO 2
. . . . _ (x+1)"
Determine o raio de convergéncia da série de poténcias z o
n=1
Vamos aplicar o teste da razao:
_ (x + Dip 2" lx + 1] n |x + 1|
lim — lim —
n-oo [(n+ 1) 2+t (x + 1) 2 noon+1 2

Assim, a série converge absolutamente para [x + 1| < 2, ou =3 < x < 1, e diverge
para |x + 1| > 2. Qual o raio de convergéncia?

O raio de convergéncia da série de poténcias e p = 2.

Qual a situacao nos extremos do intervalo de convergéncia?



l|I|l|I|-|l|l|l|l|l|-|l|l| [
ey
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UMNIVERSIDADE FEDERAL DO PARAMNA

EXEMPLO 2

(x + 1" 1 .
Para x=1 temos z o z — que diverge lentamente...

n
n=1

Esta série diverge lentamente. A demonstracao (feita originalmente na Idade Média por Nicole d'Oresmel’l) faz-se tendo
em conta que a série

il—l-F TR I R
st k 34 5 6 7 89

é termo a termo maior que ou igual a série

= 1 1 1 1 1 1 1 1
g—loga kl _ 1 4 | = — 4= S T T ...
; i 2 i 4+4 i 8+8+8+8 +16

1 1

1
— 14 = -
-|-2+

+ +

que claramente diverge.
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EXEMPLO 2

S (341" o (=17
Para x=-3 temos E E
n2n n
n=1 n=1

gue converge mas nhao absolutamente, para mais detalnes ver o link:
Neste caso
dizemos que a série converge condicionalmente em x = -3.

Resumindo: a série de poténcias dada converge para -3 < x < 1 e diverge, caso
contrario. Ela converge absolutamente em —3 < x < 1 e tem raio de convergéncia
2.

10


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teste_da_s%C3%A9rie_alternada
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Suponha que as séries abaixo convergem para f(x) e g(x) respectivamente para |x —
Xo| < p sendo p > 0.

(0.0)

2 a,(x — x)" nz:;) b (x — x0)"

n=0

6. As duas séries acima podem ser somadas ou subtraidas termo a termo e a série
resultante converge pelo menos para |[X — Xo| < p

FOO £ 900 = ) (an £ by)(x = x0)"
n=0

11
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Suponha que as séries abaixo convergem para f(x) e g(x) respectivamente para |x —
Xo| < p sendo p > 0.

(0.0)

2 a,(x — x)" nz:;) b (x — x0)"

n=0

7. As duas series acima podem ser multiplicadas formalmente termo a termo e a
serie resultante converge pelo menos para [X — Xg| < p

FG) - () = [z an(x - xo>n] [Z b x - xo>"] = )l —xp)"
n=0 n=0 n=0

em que c, = azb, + a;b,; + - - - + a,b,. A série resultante converge pelo menos
quando [x — X,| < p. Além disso, se g(x,) # 0, a serie para f (x) pode ser formalmente
dividida pela série para g(x) 12
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9(x)

Na maioria dos casos, 0s coeficientes d, podem ser obtidos mais facilmente
Igualando-se os coeficientes correspondentes na relacao equivalente a sequir:

[x) = Z dp(x — x)"
n=0

—_— —

oo o

Y an(x —xo)'=| ) du(x—x0)" | [ Y bulx—x0)"

n=I) = A L n=0 _
o H
_ . n
- E E ”rkhfr—k (x o -rl}) :
r=() k=0

No caso da divisao, o raio de convergéncia da serie de poténcias resultante pode
ser menor do que p

13
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8. Se a série do slide 11 converge para f(x) entdo a funcao f(x) € continua e tem
derivadas de todas as ordens para [x — x| < p. Aléem disso, f, f',... podem ser
calculadas derivando-se a série termo a termo, ou seja,

-f!{'x}:'ﬂl _EHE{I_ID}_"'—F’IH”{I—ID}H_I L ...

— = n—1
— Zmﬁ,{x —X,)

n=1

f(x)=2a, +6a,(x —x,)~-+nln—1)a (x—x,)" > +--

— Z”{H o ”'ﬂn {I T In] }H_E 1

=2

e assim por diante, e cada uma dessas series converge absolutamente no intervalo
|X _ XOl < P 14
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9. O valor do coeficiente a, da série de f(x) do slide 11 e dado por

f(n) (x0)

nl

an
e a séerie e chamada de série de Taylor para a funcéo f(x) em torno de x = X,.

(0.0)

- - . para todo x em algum intervalo aberto
10. Se Z a,(x — xo)" = Z bn(x —x0)"  entrado em X, entdo a, = b, para n =
=0 n=0 0,1,2 3,.

co

Em particular, se: z a,(x — x,)" = 0 Para cada um desses X acima

- mencionados, entao a; = a; =...=a, =...= 0.
n=0

15
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Uma funcao f(x) que tem uma expansao em série de Taylor em torno de x = X,
- £ (x0)
fO) = ) = x)"
n=0 '

com raio de convergéncia p > 0 é dita analitica em x = x.

Todas as func¢bes usuais do Calculo s&o analiticas, exceto talvez em alguns pontos
facilmente reconheciveis. Por exemplo, sen x e eX sdo analiticas em todos o0s
pontos, 1/x €& analitica, exceto em x = 0, e tg x € analitica, exceto em multiplos
impares de 11/2.

Se f e g forem analiticas em x,, entdo f £ g, f - g e f/g (desde que g(x0) # 0) também
serdo analiticas em X = X,.

Vejamos exemplos...

16
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EXEMPLO 3

Escreva z a,x™ COMO uma série cujo primeiro termo corresponde a n = 0,
n=2 emvez den = 2.

Sejam=n-2;entaon=m+ 2 e n =2 corresponde am = 0. Logo,

(00 (00) (00)

n __ m+2 __ n+2
z AnX = = z Am+2X - E An+2X
n=2 m=0 n=0

De fato, deslocamos o indice para cima de 2 unidades e compensamos
comecando a contar 2 niveis mais baixos do que originalmente.

17
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EXEMPLO 4

Escreva a série z (n+2)(n+ Da,,(x — xy)" 2
n=2

CoOmo uma serie cujo termo geral envolve (X — Xy)", em vez de (X — Xy)"2.

Deslocando o indice de 2 unidades...

D 1+ D+ 3 (x — x)"
n=0

18
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EXEMPLO 5

(0.0)
, . 2 r+n—1
Escreva a série X z (r +n)a,x
n=0
cComo uma serie cujo termo geral envolve x™n

oo
Coloque primeiro x? dentro do somatorio, obtendo Z(r +n)a,x" T

n=0

A seguir, mude o indice do somatorio de 1 unidade e comece a contar 1 unidade
acima. Assim,

(0.0) 00
z (r + n)a,x"ntl = z (r+n—Da,_x™™"
n=0 n=1

19
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EXEMPLO 6
Suponha que z na,x" ! = z a,x"
n=0 n=0

para todo x, e determine o que isso implica sobre os coeficientes a,,.

Para isso vamos utilizar a afirmacao 10 do slide 15 para igualar os coeficientes
correspondentes nas duas seéries. Para iSsO, precisamos primeiro escrever as
séries de modo que as duas tenham a mesma poténcia de x em seus termos
gerais.

Por exemplo, podemos substituir n por n + 1 na série a esquerda do sinal de
igualdade e comecar a contar de 1 unidade a menos. Assim:

2(71 + Da,1x™ = 2 a,x"
n=0 n=0

20
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EXEMPLO 6
De acordo com a afirmacao 10, podemos concluir que
(n+ a1 = ay n=0123,..
ou
an
Ani1 = i+ 1) n=201273..

Logo, atribuindo valores sucessivos a n, temos
d; Qo dz Qo Ao

a; = dg A, =— = Az =—=— .. Upn=— n=1723,..

3 3

Portanto, usando estes coeficientes permitem reescrever:

n

— ao ———— aoe
n!

n=0 =0

21
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco

22



http://www.eletrica.ufpr.br/p/professores:patricio:inicial

