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INTRODUCAO
Considere a equacao diferencial linear homogénea de ordem n

Lyl = apgy™ + a1y Y + -+ ay 1y’ + apy =0

em que a,, a4, - . . , &, Sa0 constantes reais e a, # 0.
Do que sabemos sobre equacoOes lineares de segunda ordem com coeficientes
constantes, esperamos que y = e seja solucao para valores apropriados de r...de

fato:
Lle] =e" [agr*+a;r™ 1+ +a,_r+a,] =0

equacao caracteristica z (r)

Como a, # 0, sabemos que Z(r) € um polinOmio de grau n; logo, tem n zeros
digamos ry, 15, . . ., I, alguns dos quais podem ser iguais. Podemos, portanto,

escrever o polinOmio caracteristico na forma

Z(r) = ap(r—r)(r—12) - (r—1y)
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CASO 1. RAIZES REAIS E DIFERENTES

Se as raizes da equacao caracteristica sao reais e todas sao diferentes, entao
temos n solugdes distintas e, e, . . ., e". Se essas funcdes forem linearmente
iIndependentes, entao a solucao geral sera

y(t) = C1€T1t + Czerzt 4 et Cnernt

Um modo de estabelecer a independéncia linear de e, e, . . ., et é calcular
seu wronskiano...

Vamos ver um exemplo...
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Exemplo 1

Encontre a solucao geral de

y® 4+ 29" —13y" — 14y’ + 24y = 0
y(0) =1,y'(0) =-1,y"(0) = 0,y"(0) = -1

Supondo que y = e", precisamos determinar r resolvendo a equacao
(caracteristica) polinomial

y(t) =e"t = r*+2r3 —13r* —14r + 24 = 0
Srr-1Dr+2)r-3)r+4)=0

Portanto, a solucao geral é

y(t) = ciet + c,e ™t + cze3t + ¢ e
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Exemplo 1
As condig¢oOes iniciais exigem que c4, . . . , C, Satisfagcam as quatro equagoes
C1+C2+C3+C4=1
C4 — 2Cy +3¢c3 —4c, = —1
¢ +4cy, +9¢c3 + 16¢c, =0
C1 — 8C2 + 27C3 — 64‘C4 = -1
1 4 11 1
Resolvendo... = (==, (3= —— (= ——
N R A T A
1 4 11 1
— _pt _,—2t _ "~ 3t _ — ,—4t
Portanto... y(t)=5e +ce 208 T oe

Vejamos o grafico da solucéo...
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Exemplo 1
O grafico da solucéo esta ilustrado na figura
1 4 11 1
)= —pt + —p=2t ___ g3t _ _ p—4t
y(t) 2e +Se 709 7e
27
3mt 05 1 12 14
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CASO 2. RAIZES COMPLEXAS

Se a equacao caracteristica tiver raizes complexas, elas tém que aparecer em
pares conjugados, A iy

Nao e obrigatorio gue todas as raizes sejam complexas.

As solucdes para casos com raizes complexas sao da forma:

et — oAt o5yt + jeM senput
eA—it — oAt o5yt —jeM senpt

Em que da mesma forma que para equacbes de segunda ordem, substituimos
as solucdes complexas eite etpelas solugdes reais

A

et cosut e e’

Lsenput

Vamos ver um exemplo...
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Exemplo 2
Encontre a solucao geral de y" —y=0
Teremos: yt)=et=r3-1=0@-1DT+r+1)=0
Em que:
—1+V1—4 —1++/3i 1 3.
r’+r+l=0r= > = > =—§i7l

Portanto, a solucao geral é

y(t) = ciet + c,e”t? cos(V3t/2) + czet/? sen(V3t/2)
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Exemplo 3
Encontre a solucao do problema de valor inicial a seguir:

(4) 7 / " 5 m
yW—y=0 y(0)=§ y'(0) =—4 y(0)=§ y"(0) = =2

Teremos: yt)=et=2rt—-1=00 @ -1DF@*+1) =0

Logo, asraizessaor=1,r=-1,r=ier=-,ea solugéo geral é
y(t) = ciet + cye™t + ¢ cos(t) + ¢, sen(t)
2
Se impusermos as condicoes Inicials encontraremos
P G 1 1 /\ /\
10 12 N4 1
y(t) = 0et + 3e~t + Ecos(t) — sen(t) L =
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Exemplo 3

Observe gue as condicoes iniciais fazem com que o coeficiente
c, da parcela exponencial crescente na solucéo geral y(t) =

Oet +3e7t + %cos(t) —sen(t) seja zero. Essa parcela,

portanto, esta ausente na solucao, por isso ela descreve um
decaimento exponencial na parte transiente (ver figura).

No entanto, se as condicoes iniciais forem ligeiramente
alteradas, entao provavelmente c, ndo sera nulo e a natureza
da solucao vai mudar fortemente. Por exemplo, se as trés
primeiras condic0es iniciais permanecerem iguais, mas o valor
de y"(0) muda de -2 para —15/8, entao a solucao do problema
de valor inicial se tornara:

1 95 1 17
y(t) = —et +— t+—cos(t)—16

32° 732 2 sen(t)
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2
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CASO 3. RAIZES REPETIDAS

Se r,; for uma raiz repetida para a equacao linear de segunda ordem apy" + a,y' +
ayy = 0, entdo as duas solucoes linearmente independentes eram et e t eft,

Para uma equacao de ordem n, se uma raiz de Z(r) = 0, digamos r = r,, tem
multiplicidade s (em que s < n), entao, generalizando o caso de segunda ordem...

erkt, terkt, tzerkt, ., ts—lerkt

Se uma raiz complexa A + iy aparece repetida s vezes, sua complexa conjugada
A — iy também aparece repetida s vezes. Correspondendo a essas 2s solucoes
complexas repetidas, podemos encontrar 2s solucoes reais observando que as
partes reais e imaginarias de et e+t ts-led*ittgmbém sédo solugdes
linearmente independentes, ou escritas de outra forma, elas seriam:

et cosut ersenut te’t cosut te*senut, ...,

tS~leTkt cosut tS leTkteAtsenput,
Vamos ver um exemplo... 1
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Exemplo 4
Encontre a solucdo geralde  y® +8y”" + 16y =0

A equacao caracteristica é:

yt)=e"t=2r*+8r+16=0 (*+4)(@*+4) =0

As raizes sao r = 2i, 2i, —2i, —2i, e a solucao geral &

—
=
il

A solucao geral é:
y(t) =cicos2t+ c,sen2t + c3t cos(2t) + cut sen(2t)

Encontrar raizes pode ser dificil, vejJamos o0 proximo
exemplo...

yit) = cos(2t) - sinl2t) + toos() - tsin2t)

o S S O T o [SE T I
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Exemplo 5
Encontre a solucdo geral de y™® +y =0 Aequacgdo caracteristicaé: r*+1 =0

Para encontrar as raizes quartas de -1 rescrevemos: —1 =cosm+isenm = e'™

Mas, o angulo esta determinado a menos de um multiplo de 21r. Assim,

—1 = cos(m + 2mmn) + i sen (7 + 2mm) = e'(F+2mn)
T+ 2mmn T+ 2mmn
Logo, V-1= cos( 1 ) + i Sen( 1 )

Evidentemente as raizes diferentes sao obtidas fazendo m=0,...n-1! e elas sao:
i —14+i —1—-i 1-—1i
141 y(t) = oTt
V2 V2 W2 V2
t

t
A solucao geral €: y (1) = V2 (c cosi+ c seni +e V2(c tcosL+ c tseni
y ( 1 \/E 2 \/E) ( 3 \/E 4 \/i) 5
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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