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Modelagem com equacoes 2° ordem

INTRODUCAO

Uma das razoes para estudar equacoes lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes € que elas servem como modelos matematicos

de muitos processos fisicos importantes.

Duas areas importantes de aplicagcbes sao os campos de vibragoes
mecanicas e elétricas.

Por exemplo, 0 movimento de uma massa presa em uma mola e o fluxo
de corrente elétrica em um circuito simples em seérie

Vamos nos concentrar nos sistemas elétricos, vamos estudar em
detalhe o caso do circuito RLC
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o = Resistance R Capacitance C
O Circuito RLC AW
Considere uma indutancia L em série com (1 %ndudmu
uma resisténcia R e um capacitor C,
alimentados por uma fonte externa E(t) O Py
COmMoO mostra a Figura. Impressed voltage E(t)

Nosso interesse € estudar o comportamento da corrente com o tempo,
alem da carga e a tensao do capacitor com o tempo.
As quedas de tensao nestes elementos serao:
V=Ri (resistor)
V=qg/c (capacitor)
V=L di/dt (no indutor)
Aplicando a Lei das Malhas de Kirchhoff

di q d’q Rdq ¢ Em geral, E(t) € uma funcao
— P — — Yt — 4 — =_F _ _
L dt TRUE C EQ@) a2 Tar "cTI ®) senoidal ou cossenoide
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Resistance R Capacitance C

O Circuito RLC AN Y
n ~ 7 I\
Veja que esta equacao e exatamente do
i ] Inductance L
tipo que estudamos (
2 i
d_q_|_§d_q_|_i — lE(t) ay” _|_ by' _|_ Cy —_ g(t) \J /

dt? Ldt LC L Impressed voltage E (1)

A formulacao completa do problema requer que especifiguemos duas
condigcoOes iniciais, a saber: a carga inicial do capacitor q(t=0)=q, e a
corrente inicial no circuito i(t=0)=i,

Como sabemos pelo Teorema 1 da aula correspondente, essas condicoes
fazem com que o problema matematico tenha uma unica solucao. Isso &
consistente com nossa intuicao fisica de que, dada uma carga inicial e
ligado o circuito, a carga do capacitor estara univocamente determinada

em todos os instantes de tempo futuros.
Vamos comecar pelo caso homogéneo e depois analisaremos o0 caso nao

homogéneo.




Modelagem com equacoOes 2° ordem

o Circuito RLC Resistance R CapacitlanceC

QW\, 4
Exemplo . ) Inductance L
Vamos obter a ODE no seguinte caso: (’ !
suponha um indutor de 0,125 Henry, um O _

resistor de 2 Ohms e um capacitor de 1/24 F. | cssed voltage E(9

. . d*q dq
Nossa equacao fica: T + 16d— + 192 q = 8 E(t)
Vamos analisar o caso homogéneo dzq dq
primeiro, ou seja: gz T16-+ 1929 =0

Para completar a colocacao do problema podemos considerar que o
capacitor esta com uma carga de 0,5 C no momento t=0 e que a corrente
inicial € zero ou seja antes de fechar a chave temos: q(0)=1/2 e g’ (0)=0
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- - Resistance R Capacitance C
O Circuito RLC A ¥
Exemplo 1
_ N o (1 Inductance L
Se analisamos a eguacao caracteristica A~
VEremaos que L il

Impressed voltage E(1)
-16+ V162 —4 - 192 —16 ++512i
2 B 2

r24+16r+192 =01, = =8(—1++V21)

Portanto podemos resolver aplicando o método para raizes complexas

Lembrando que chamavamos ry = 1 + iy, r, = A - iy e que a solugao

geral era:

A

q(t) = cie?cosut + ce?tsinut

Portanto a solucdo geral serd: q(t) = cie 8t cos(8vV2t) + c,e 8t sin(8V2 t)
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Resistance R Capacitance C

O Circuito RLC A ¥
Exemplo 1 (
] Inductance L
Para encontrar c¢; e ¢, utilizamos as =
condicoes iniciais q(0)=1/2 e g’(0)=0 .t .
_a e . Impressed voltage E(1)
q(t) = 1€ COS(8\/§ t) + Ce Sm(8\/E t) y{t) =srt(2144 explEtsinBsgrt(2t) + 172 expl-Eticas@aqri2it)
1\ 0.5
1720 c—1 Cy = L
1= 5 2 = T =
2
—8cy + 8\/EC2 =0, 2v2 03
0.2
q(t) == cos(8\/_ t) +——e7 8 sin(8\/§ t)
\/_ 0.1
Para encontrar c; e ¢, utilizamos as x5 %% 75

condicoes iniciais q(0)=1/2 e q’(0)=0
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O Circuito LC

Exemplo 2

No mesmo caso anterior, vamos supor agora que nao temos
nem fonte externa (E(t)=0) nem resistor (R=0)

V=4 -192

Nossa equacdo fica: ¢ +192q=0 T12=1% > = +V192i = £8V3i

A solucdo geral serd: q(t) = ¢, cos8V3t + ¢, sin 8\/_t

+192u =0, uld=1,2, =

1) 04
1 — = 1
27> Clzz, C2:O Dz\ /\ /\
0C1 + 8\/5(:2 = OJ

a

0.2

1
q(t) =  €0S 8V3t

0.4
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O Circuito LC : N A

Analisando o circuito q(t) = 5 €0S 8v3t \ /\ /\

A solucao geral deste circuito é: e S AY IV o
q(t) = creM cosput + cettsinut ° \/ v

Mas como b=0 terminamos com A=0 e a solugao redUZ|da a .

q(t) =cicosut+cysinut

E conveniente renomear a constante p que por ser uma frequéncia
chamaremos de o, (0 zero €& porque nao temos fonte externa), essa
frequéncia se chama frequéncia natural do circuito, assim

q(t) =cycoswyt + cysinwyt Wy = =——=8V3
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O Circuito LC

Analisando o circuito Para analisar é conveniente reescrever

q(t) =cicoswyt + cysinwgt = Q,y, cos(wyt — 6)
= (,,, COSO COSwyt+ @, sind sinwgyt

em que, comparando podem verificar facilmente que:

. C2
¢, = Q,, cosd c; = Q,,sind Qm=\/clz+cz2 tan6=c—
1
Ao calcular 8, é preciso tomar cuidado para escolher o quadrante correto;
Isso pode ser feito verificando os sinais do cos d e do sen O

O grafico de Q,, cos(wot —&§) para um conjunto tipico de condicoes iniciais
aparece na figura a seqguir...
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O Circuito LC 1

Analisando o circuito

| Qn AN T T T T T T T AR
O grafico € uma onda cosseno pp— /\
deslocada que descreve uma | |

oscilacao periodica, denominada T 6+2r (gt
harmonica simples, da carga do
capacitor. Qn [ T

O periodo da oscilagao € .
P s q(t) =cycoswyt + cysinwgt = Q. cos(wot — &)

Tzz_nzzm/LC = (Q,,cosdcoswyt+ Q,,Sindsinwgt
Wo
Q., € a carga maxima do capacitor que € a amplitude da oscilagao. O
parametro adimensional & € chamado de fase, ou angulo de fase, e mede
o deslocamento da onda a partir de sua posicao correspondente a 0 = 0.
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O Circuito LC 1

Analisando o circuito

Qn [ A 77T T A
Note que este movimento tem —l—
amplitude constante, que n&o Qm COSS | |

diminui com o tempo. Isso reflete o ]
fato da auséncia de
amortecimento.

Além disso, para uma indutancia L
e uma capacitancia C constantes, o
sistema sempre vibra @ mesmaq(t) =cycoswyt + ¢y sinwgyt = @y, cos(wot — 6)
frequéncia w,, independente das = Qncosdcoswyt+ Qsindsinwyt
condicoes iniciais.

o0+ 2r ot

_Qm _________________________

No entanto, as condicoes iniciais ajudam a determinar a amplitude do
movimento.

Finalmente, note que, T aumenta quando L e C aumentam.
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O Circuito LC

Exemplo 3

Retornemos a nosso circuito LC mas mudemos as condicoes iniciais, ou seja,
temos: um indutor de 0,125 Henry e um capacitor de 1/24 F mas agora a carga
inicial € de 1/6 C no momento t=0 e que a corrente inicial € -1 C/s ou seja
antes de fechar a chave temos: g(0)=1/6 e g'(0)=-1

Determine:

A carga no capacitor em qualguer momento de tempo - q(t)
A frequéncia natural do circuito LC - o,

A carga maxima do capacitor - Q,,

A defasagem - 6

13
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i i 1
Exemplo 3
(©) L 058Y3t — ——singV3t A
q\t) = ZCOS — S1n - (t) = 0,182 cos(8V3 t + 0,409
6 8V3 0ol Qm=0182 q cos( )

0, = B3 = 0,45345 s. \ /\\ m /\
| | >
T = 27/, = 0,45345 s. \/ 0-5\/ 1 W \’

1 1 =07 =
= Q,, = 0,1816 C | 120455 )

2
Um 36+ 192

V3
0 = —arctg e = —(0,40864 rad

1 1
q(t) = gcos 8V3t — 8—\/§sin 8V3t =0,182 c05(8\/§ t + 0,409)
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O Circuito RLC

Retornemos a nosso circuito RLC mas sem fonte externa e vamos resolver o
caso genérico... Como vimos no exemplo 1 a equacao é:

AL -
—Ri\/RZ—T R AL

1 — — — S
L")+ Ry @O +ga@® =0 T |7 E 1o

Dependendo do sinal de R2 — 4L/C a solucao q(t) tem as seguintes formas:

5 4L
R? —— > 0:q(t) = c;Ae"t + c,e™t emque 1, <0er, <O0;

C
, 4L Rt R
R ——=0:q(t) =(c; + c,t)e 2L  emque — > 0;
C 2L
4L
4L R | T K
RZ—?<O:q(t)=e 2L(cycosut+cysinut) emque U= o7 > 0.

Obs: nos trés casos, L}im q(t) = 0, como esperado para o caso com resisténcia. s
— 00
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O Circuito RLC

. . ’ 4‘L —— . ’
O caso mais importante é R? — — < 0 que resulta em q(t) =e 2L(cicosut+c,sinut) que € 0
terceiro caso do slide anterior e ocorre quando o amortecimento € pequeno.

Lembrando o slide 10, a outra forma de escrever essa equacao, fazendo c;, = Q, cos d e ¢, = Q,,

sen d é q(t) = Qe R/?L cos(ut — &) R
Rt/2L q(t) Rt
e portanto:  |q(t)| < Qe RY e /Qme-ﬂ
O fa_tor Q[n_d_epende de L, R, C e das — G
condigoes iniciais 0, cos &) | m | S
¥ >
Embora a oscilagdo ndo seja periddica, o 0 o+7m 0+ 2 + 3w, ut
parametro J determina a frequéncia @00 | @ N/ __———"7777
segundo a qual a carga oscila no [ Rt
capacitor, em consequéencia, M € —Qme 2L
chamada de quase frequéncia
4L
— R
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O Circuito RLC

Comparando a quase frequéncia p com a frequéncia natural w, da oscilagao sem
amortecimento, vemos que

\/4—L—R2 \/4—L—R2 \/4—L J Jl R? R* J(l R?
4L/C

— RZ 2 RZ
wo  2LJ1/LC V4IZJ1/LC . J4L/C 4L/C 64 1%/C? 8L/C> 8L/C

Assim, o efeito de um amortecimento pequeno é reduzir, ligeiramente, a frequéncia da
oscilacao

Similarmente, a quantidade T, = 2n/J € chamada de quase periodo e comparando com
T (quando R2?/(4L/C) é pequeno) temos...

To_ 2n/u _wy_(  RENT (R S
T 2n/wy W® 4L/C B gL/C) ~— ~  8L/C

Assim, um amortecimento pequeno aumenta o quase periodo

17
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O Circuito RLC

. ~ . : R?
Estes resultados reforcam o significado da razao adimensional

4L/C’

N3o é apenas o tamanho de R que determina se a oscilacio €& pouco ou muito
amortecida, mas o tamanho de R? comparado com 4L/C.

2

Quando L € pequeno, o amortecimento afeta pouco a quase frequéncia e o quase
periodo da oscilagao. =
2 < R R R
R = = —_ = W —_
O que acontece quando aL/C aumenta?... # 2L VLC 4L ° 4L
N v ¢
...a quase frequéncia p diminui e o quase periodo T, aumenta. T — n
=
U

Defato,|J—>Oer—>ooquandoR—>2\E

18
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O Circuito RLC

A natureza da solucao muda quando R passa pelo valor Z\E.

R? — > 0:q(t) = cide™t + c,e™t  emque 1, <0er, <0 superamortecido
Rt

4L =t R o .
R?—==0:q(t) = (c; + cpt)e 2L  em que i 0 criticamente amortecido (vermelho e preto)

C
4L
Rt 1/7—1?2

4L Rt
RZ—?<O:q(t)=e_2L(c1cosut+c2 sinut) emque u= o1

2

> 0 subamortecido (azul).

1.5
1
0.5-

TN 3 S~ &

0.5

19
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Exemplo 4

Suponha que a carga de um capacitor de um circuito RLC, sem fonte externa, €

determinada pela equacao
q" +0.1259" +q=10,q(0) =2,9'(0) =0

determine a carga no capacitor em qualquer instante de tempo q(t). Encontre a quase
frequéncia e o quase periodo, assim como o instante no qual o capacitor esta

descarregado. Encontre, também, o instante t tal que |q(t)| < 0,1 para todo t > .

Solucgao:
Aplicando o meétodo ja descrito (equacao caracteristica, condicoes iniciais, etc.)

encontramos:
V255 2 V255 \ 32 _,._ (V255
t| = ——e~t/16 ¢os t—§

t) = e"t/16 (2 COS t + sin =
a(t) 16 = JoEe 16 No5 16

Em que tand = ——= 4§ = 0.06254 (lembrando que ¢; = cosd e ¢4 = sin
q \/ﬁ ( q 1 Qm 1 Qm )

20
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Exemplo 4

A figura mostra esta solucao junto com o caso sem amortecimento

A quase frequéncia p ) .
9 /4 ta=0 }q(0)=2 g (0) =0
5 q +0125q +q =0,
U= V255 / 16 = 0.998 X | ,'\\\ II/\\ ,’A‘\ rl\\‘ ,/r‘\ ,'\\‘ II,
I | \‘ I\ " \ | I |
I Lo I | [ L I
I : o i P L |
’ 1 H el - I o P! I I
O quase periodo Ty TA IR N P L Pl
I \i Il | I
BN AN EANRN

10 20 30 NA 407 ~—150 1
Ty = 2m/p = 6.295 ‘ \/ J R
1 ! |
N T A S A N A O A T
T /T N A A A N A
U I | | (.
: ‘ | v o | \ o [
No caso sem amortecimento: \\/; TR Y TR
e \\/I \/ \\/I \ s \/ \\/ \ \\ /I

wo=1T = 21 = 6.283

21
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Exemplo 4

Utilizando a figura ( e algum software para resolver a equacao) vemos que |q(t)| < 0.1

parat >t~ 47,515 s

Para encontrar o instante no qual o capacitor fica
descarregado pela primeira igualamos a fase na

equacao abaixo a m/2, que seria 0 menor tempo para
zerar a funcao cosseno.

32 V255
q(t) \/ﬁe cos( 16 t 5) 0
V255 /[ 16 /m
—t—0=7 = t=——|=+4d)=1.637
T > 255(2+ ) sec

0,057

017

0.05 1

22
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O Sistema Massa-Mola

k . 7 .
m\ - O sistema massa mola e outro exemplo de sistema
i ———=+ oscilante que leva a uma ODE de segunda ordem.

—-Xp, x=0 +X,,

Aplicando a Segunda Lei de Newton temos que XF = ma

No caso massa-mola F, = -kx, k-constante de elasticidade da mola

d*x d’x k
> ou —+ x=0
dt dt m

F =—kx=ma_ =m

Equacao Diferencial Linear Ordinaria de segunda ordem, homogénea
com coeficientes constantes. 23
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O Sistema Massa-Mola

Se consideramos o atrito proporcional a velocidade

X E— Suporte F(t) teremos...

~
=
=
=4
=
=
=4
=4
K:_*Q,
=

=
&

| Elasticidade, k m@ +b % + kx = F(t)
dt? = dt

Massa, m

Comparando sistemas elétricos e mecanicos...

Palheta dzx dx dzq dq q

m——+b——+ kx = F(t) bt} . 1_F
Amortecimento, b dt? dt L dt? +R dt C (t)

)
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X

Analogias...
Massa - Mola
dzx_l_bdx_l_k — F(t
Mg thg T =FO
Suporte F(t
—i—@ p (t) X
-
— Elasticidad Y
rr%e k m
Massa, m 1/k
b
F(t)
Palheta
Amortecimento, b k
Wy = |[—
m

Circuito RLC

d’q dq q
L— 4+ Rt 42~
dt2+ dt+

C

= E(t)

q
i
L
C

Resistance R Capacitance C

W ¢
(1 % Inductance L

()
-/ '

Impressed voltage E(t)
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Resistance R Capacitance C

Vamos agora analisar o caso nao homogéneo

. —Wy [
com amortecimento
(1 Inductance L
Vamos considerar que a tensao externa F(t) =~

é do tipo cossenoide V, cos ot . o
Impressed voltage E(t)

Nossa equacao (ja tinhamos obtido ela) é

Ldi+R'+q—V t
7 i+ == ., cos(wt)

A solucao geral desta equacao € do tipo:
q(t) = c1q.(t) + c,q,(t) + Acos(wt) + B sen(wt) = q-(t) + U(t)
Em que a solucao da equacao homogénea é:  qc(t) = c1q1(t) + c2q2(b)
Em que a solugao particular é: U(t) = Acos(wt) + Bsen(wt)
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As solucdes homogéneas g, e q, dependem das Resistance R Capacitance C

AAA I
raizes da equacao caracteristica (que por sua vez "
dependem de R, L e C) (1 Inductance L
4L o
) 1 —R \/RZ T ®), /
Lr®+ Rr + Er =0 = T2 = 71 Impressed voltage E(t)

Como R, L e C sao constantes positivas >0 implica que r,er, sao ambas reais e
negativas ou complexas conjugadas com parte real negativa (ja vimos isso,
pois ja resolvemos esta equacgao)

. : 1 t £y —
No primeiro caso: lim gc (t) = lim (ce™" + cze™") = 0
No segundo caso: gim qc (t) = tlim (cre*tcosut + et senpt) = 0.

Em ambos casos: lim g¢c (¢) =0 Por isso € chamada de solugdo transiente
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Resistance R Capacitance C

A outra parte da solucao - U(t) € chamada de o
solucdo estacionaria —Wv [
(1 Inductance L
U(t) = Acos(wt) + B sen(wt) ~N
\/ v

Impressed voltage E(1)

Esta solugcao tem a mesma frequéncia o da tensao externa e por isso esta
ligada esta tensao externa.

Fisicamente significa que com o passar do tempo, toda a energia contida
inicialmente no sistema, € dissipada através do resistor e a oscilagao passa a

ser comandada unicamente pela tensao externa V,cosot

Vejamos um exemplo...

28
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Exemplo 5

Suponha um circuito elétrico que satisfaz a equacao diferencial
q"(t) +q'(t)+1,25q(t) =3cost q(0)=2 q'(0)=3

Encontre a solucao deste problema de valor inicial e descreva o
comportamento da solugcao para valores grandes de t.

Solucao

A equacao homogénea associada tem por equacgao caracteristica
r-+r+ 1,25 =0, comraizesr;, = -0,5 + 1.
Assim, a solucao geral q.(t) desta equagcao homogénea é:

t t

Atcosut+ c,etsenut = cie 2cost + c,e 2sent

qc(t) = cre

29
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Exemplo 5

Como vimos, a solucao particular tém a forma q(t) = A cost + B sen t, em que
A e B sao encontrados (se essa solucao existe nessa forma) substituindo-se
essa solucao proposta na equacao original.

Considerando que g’(t)= -Asent + Bcosteque g’'(t)=-Acost-Bsent

obtemos:
(0,25A+ B)cost + (—A + 0,25B) sent = 3 cost

Portanto A e B tém que satisfazer as equacgoes

(025A4+B) =3 (—A+0,25B) =0

resultando em A = 12/17 e B = 48/17. Portanto, a solucao particular &

12 48
U(t)=ﬁcost+ﬁsent 20
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Exemplo 5
Assim a solucao geral é:
_t _t 12 48
q(t) =q-(t) +U(t) = cie 2cost + cye 2sent +1—7cost +1—75ent
As constantes restantes c, e ¢, sao determinadas pelas condicoes iniciais...
B 12 oy = _ L 8 _
CI(O)—C1+E—2 CI()——ECl+C2+ﬁ—

De forma que ¢, = 22/17 e ¢, = 14/17 e finalmente teremos:

22 _t 14 _t 12 48

q(t) =ﬁe_§cost+ﬁe_§sent +ﬁcost+ﬁsent

E importante notar que essa solucdo acima tem duas partes.

As duas primeiras parcelas a direita do sinal de igualdade contém o fator exponencial e~%2; o

resultado é que elas tendem rapidamente de zero. Essa € a parte transiente gc (t). N
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22 _t 14 _t 12 48

Exemplo 5 = e o3 —4 9
E q(t) e cost+17e sent+17cost+17sent

As duas parcelas restantes so6 envolvem senos e
cossenos e, portanto, representam uma oscilacao que q
continua para sempre. E a parte estacionaria U(t). 3

Solu¢ao completa

Estado
estacionario

As curvas azuis, a solida e a tracejada, representam 2
as partes transiente e estacionaria. Transiente
A parte transiente vem da solucao da equacao
homogénea e € necessaria para satisfazer as
condicoes iniciais. A parte estacionaria € a solucao
particular da equacao nao homogénea completa. -1

Depois de um tempo razoavelmente curto, a parte -
transiente fica muito pequena, quase desaparecendo,

e a solucao fica essencialmente indistinguivel do _3
estado estacionario

Vamos aprofundar a analise deste circuito, veremos o que € a ressonancia... 32
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Ressonancia circuito RLC

Vamos reescrever a solugao estacionaria U(t) = A cos t + B sen t na forma U(t) = Q,, cos (gt - d)
como foi feito anteriormente para a analise do circuito LC sem fonte externa no slide 10.

U(t) = Q,, cos(wt — )
E possivel mostrar, por calculos diretos, porém um tanto longos, que

Vo L(wi — w?) _ Rw
Qm = cosd = sind = wi =1/LC

\/Lz(w(z) — w?2)? + R2w? \/Lz(wg — w2)? + R2w? \/Lz(a)(z) — w?2)? + R2w?

Para baixas frequéncias a amplitude da solugao estacionaria fica:

Vs A Que é a carga do capacitor quando a

lim @ = lim Lw? Vo tensdo é constante (V)

L2(w5 — w?)% + R2w?

E para elevadas frequéncias? i
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Ressonancia circuito RLC

Para altas frequéncias a amplitude da solucao estacionaria sera:

| L Vo ~
lim Q,, = lim =0

L?(w§ — w?)? + R?w?

Em algum valor intermediario de w (entre zero e infinito), a amplitude Q,, pode atingir um
maximo. Para encontrar esse ponto de maximo, podemos diferenciar Q,, em relacao a w e igualar
o resultado a zero. Dessa forma vemos que a amplitude maxima ocorre quando W = W3, €M

w = w _
max 0 ZL

O val iximo de Q.. & 0 Vo Vo (1 N CR2>
valor maximo de e = = —
m " Rwy/1— (CR?/aL) Rwo 8L

em que a ultima expressao € uma aproximacao para R pequeno 34




Modelagem com equacoOes 2° ordem

Ressonancia circuito RLC

Anal , ~ 0 Vo Vo (1 N CR2> ] , (1 )
NallISEMOS €Sta eXpressaon. == = — w = w e
" Rwyy/1— (CRZ/4L) Rwo max 0

Se RC?/L > 2, entao w3, € imaginario...

Nesse caso, o valor maximo de Q,, ocorre para w = 0 e depois Q,, € uma funcao monotona
decrescente de w. Lembre-se de que o amortecimento critico ocorre quando CR2/L = 4 (slide 19).

Para valores muito pequenos de R fica que Q,,, = Vy/(Rwyg)

Assim, para sistemas levemente amortecidos, a amplitude Q,, quando w esta préximo de w, (o
que acontece quando R é pequeno) € bem grande, mesmo para tensdoes externas relativamente
pequenas, € quanto menor for o valor de R, mais pronunciado sera esse efeito.

Esse fendmeno é conhecido como ressonancia e €, um ponto importante a considerar nos circuitos
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Modelagem com equacoOes 2° ordem

& I [ i = Lws — o) sind =
Ressonancia circuito RLC «°= J

\[LZ((US — w?)2 + R2¢? \[Lz(a)(z, — w?)? + R?w?
I'=CR2/L (adimensional)

Para w = 0seguequecosd=1esend= 10— |
0. Logo, & = 0 e a resposta esta em fase =)~
com a excitacao |

8 E=
Para w = w,, vemos que cos 0 = 0 e sen I'=0,015625 —
O = 1, de modo que 0 = n/2. Nesse caso, 6 B
a resposta fica atrasada, em relacdo a ~
excitacao, de n/2
4 =

Finalmente, para w muito grande, temos
cos 0 = -1 esen d =2 0. Logo, 0 = xn, de
modo que a resposta estd quase que
completamente fora de fase em relagao a
excitacao; isso significa que a resposta é
minima quando a excitacao € maxima, e
vice-versa

N
|

|
— =

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 wlw,
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Modelagem com equacoOes 2° ordem

Exemplo 6

Considere o problema de valor inicial
q"(t) + 0.125q¢'(t) + q(t) = 3cos2t q(0)=2 q'(0)=0

Para esse sistema, temos wy =1 el =CR?%L=0,015625
A oscilacao sem tensao externa g =0 ,
ja  foi discutida  quando ,,/,’;\+g,1252’+q=9\} a)=e "(O): I
obtivemos a figura ao lado (ver
slide 21).

As Figuras a seguir mostram a
solucao do problema com tensao
externa 3 cos 2 t para w = 0,3,
w=1ew =2, respectivamente
comparadas com a tensao
externa 37




Modelagem com equacoOes 2° ordem

Exemplo 6

Oscilacao forcada com amortecimento; solucao da equacao com w = 0,3:
q” + 0,125q' + q = 3 cos(0,3t), q(0) = 2, g’(0) =0

A figura mostra o caso de
baixa frequéncia, w/w, = 0,3.
Depois de a resposta inicial
transiente  ser amortecida
substancialmente, a resposta
de estado estacionario restante
esta, essencialmente, em fase
com a excitacao, e a amplitude
da resposta € um pouco maior
do que a da tensao externa.
Especificamente, Q,, = 3,2939
e 0 = 0,041185.

Solucao

Tensao externa 38




Modelagem com equacoOes 2° ordem

Exemplo 6

Oscilacao forcada com amortecimento; solucao da equacao com w
q” + 0,125q' + q = 3 cos(0,3t), q(0) = 2, g’(0) =0

Il
=

Este € o caso ressonante, o ﬁ f\
w/w, = 1. Aqui a F {\ {\ ﬂ n
amplitude da resposta (\
aumenta constantemente, 10f- /\
e a figura também mostra l[\
o atraso de fase previsto DN AL AL AL AL ALY
de =n/2 em relagcao a \\’/ MO [ M 201 [ \I3o N 407 [ \s0\ | 60 ¢
tensao externa [ \

_10 /

;’ U |
20| y | U |

Tensao externa Solucao .




= 2:

forcada com amortecimento; solucao da equacao com w
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Exemplo 6

Oscilacg

2,q'(0) =0

,3t), q(0)

3 cos(0

14 + q

125¢

qll + 0,
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Note
Mais
(sem
Ou seja o

.
3,0585.

~y

a excitacdo e a resposta é

aproximadamente

N

resistencia

Este € o caso de frequéncia
0,99655 e &

de excitacao elevada.
que a diferenca de fase entre

precisamente, temos que Q,,
circuito LC com fonte externa

VVamos agora ver o caso sem

amortecimento),
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Modelagem com equacoOes 2° ordem

Circuito LC com fonte externa

Retornemos a nosso circuito LC mas com fonte externa, vamos analisar o caso
partindo do capacitor descarregado e sem corrente no circuito

1 1
Lq"(t)+Eq(t)=V0cosa)t g(0)=0 ¢g(0)=0 @wy= —

Considere primeiro o caso w * Wy entao a solucao (pelo metodo dos
coeficientes indeterminados) geral é

Yo

t) =cicoswgt+cr,Sinwyt + coswt
q(t) = c 0 2 0 L(w? — w?)

A partir das condigoes iniciais encontramos:

V.
_L(wz in)’CZ =0
0 41

C1:




Modelagem com equacoOes 2° ordem

Circuito LC com fonte externa

A solucao completa fica:

q(t) = T (coswt —coswyt)

(w5 — w?)

Essa € a soma de duas funcoes periodicas com periodos diferentes, mas com a
mesma amplitude. Usando as identidades trigonométricas para cos(A + B) com A
= (W, + W)t/2 e B = (wy - w)t/2, podemos escrever

cos(A + B) = cosAcosB + sinAsinB
2V, (wg—w)t] (wy+ w)t

sin sin
L(wi — w?) 2 2

q(t) =

Vamos analisar este comportamento...
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Modelagem com equacoOes 2° ordem

Circuito LC com fonte externa

n sin
2

2V, . (wo —w)t] (wg+ w)t
L(wi — w?) 2

q(t) = [

Se |wy, - w| € pequeno, entdao w, + w € muito maior do que |w, - w|. Em
consequéncia, sen(w, + ) t/2 € uma funcao oscilando rapidamente, se
comparada com sen(w, - w)t/2. Entdo o movimento € uma oscilagao rapida com
frequéncia (w, + w)/2, mas com uma amplitude variando lentamente.

Esse tipo de movimento, com uma variagao periodica da amplitude, exibe o que
é chamado de batimento. Por exemplo, tal fenOmeno ocorre em acustica quando
dois diapasodes de frequéncia praticamente iguais sao usados simultaneamente.
Nesse caso, a variacao periodica da amplitude pode ser notada com facilidade
pelo ouvido sem recursos extras. Na eletronica, a variacao da amplitude em
relacdao ao tempo € chamada de modulacao da amplitude.
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Modelagem com equacoOes 2° ordem

Exemplo 7

Resolva o problema de valor inicial

q"(t) +q(t) = 0,5c0s0,8t g(0) =0 q'(0) =0

Para esse sistema, temos wy; =1 0vw=08e V, =05

A solucao € (confiram) qg(t) = 2,77778 (sen0,1t)(sen0,9t)

Vejamos o grafico desta solucao....

44




Modelagem com equacoOes 2° ordem

Exemplo 7

A figura mostra o gréfico desta uit) = 2.8=in{0.11), (red); uit) = 2.8sinil. 1t)sin(0.591), (blue)
solugdo. A variagdo de amplitude tem ] I R
uma frequéncia baixa de 0,1 e um 5] ﬂ -'h-._ 1"1 n

periodo lento correspondente de 20m.
Note que meio periodo (10 =)
corresponde a um batimento (dois
batimentos por ciclo de frequéncia

baixa). 0y 1 20 50
Imagine agora que a frequéncia w da 49

tensdo externa é aumentada para w

= 0,9. Entdo a frequéncia baixa é L1
cortada pela metade para 0,05, e o ] “ |H JJ U
meio periodo lento correspondente I T |

dobra para 20 =.



Modelagem com equacoOes 2° ordem

uit) = 2.8sini0.1t), (red); ut) = 2.8sinl0. 11)sin(0.21), (blue)

Exemplo 7 2w s
Se a frequéncia w da tensdao externa é aumentada 1/\ (\ (\
para w = 0,9 a frequéncia baixa diminui pela metade FANE | {\/\ 1 /\,
para 0,05 (figura de baixo), e o periodo do batimento v T USE“U‘“ . U”
dobra para 20 . | u

A amplitude que era 2,7778 aumenta - el e
substancialmente para 5,2632. No entanto, a o o

A . , . uit) = 5.268sini0.05t), (red); uit) = 5.26sin{0.05t)sin(0.951), (blue)
frequencia rapida aumenta pouco, para 0,95. ; e ﬂ 1




Classificacao de Equacoes Diferenciais

Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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