LISTA 03_3 EQUAGOES DIFERENCIAIS
Raizes repetidas e complexas da equacao caracteristica
Respostas no final
Gabaritos na pagina do professor

Exercicios de raizes complexas

Em cada um dos problemas de 1 a 6, use a formula de Euler para escrever a expressado dada na
forma a + ib.

exp(l + 2i)
2. exp(2-3i0)
3. ér
4. > (2
5. 21
6. gt

Em cada um dos problemas de 7 a 16, encontre a solucdo geral da equacéo diferencial dada.
7. V'=2y"+2y=0
8. V'=2y+6y=0
9. V'+2y—-8y=0
10. »"+2y'+2y=0
1. y"+6y'+13y=0
12. 4"+9y=0
13, y"+2y"+1,25v=0
4. 9"+9"—4y=0
15. y"+y' +1,25v=0
16. y"+4)"+6,25y=0

Em cada um dos problemas de 17 a 22, encontre a solu¢do do problema de valor inicial dado.
Esboce o grafico da solucao e descreva seu comportamento para valores cada vez maiores de t.

17. y"+4y=0, y0)=0, »y(0)=1

18. y"+4/+5y=0, »0)=1, y(0)=0

19. y"—2y'+5y=0, y(r/2)=0, y(x/2)=2
20. y'+y=0, y#/3)=2, y(3)=-4

2L Ty + 1259 =0, »(0)=3, »(0)=1
22, y'+2y'+2v=0, y#/4d)=2, y(a/4)=-=2



e

g 23. Considere o problema de valor inicial
3u"—u' +2u=0, w0)=2, u'(0)=0.

(a) Encontre a solugao u(f) deste problema.

(b) Para ¢ > 0, encontre o primeiro instante no qual |u(f)| = 10.

& 24. Considere o problema de valor inicial
Su" +2u'+Tu=0, w(0)=2, w0)=1.
(a) Encontre a solugao u(f) deste problema.
(b) Encontre o menor T para o qual |u(¢)] < 0,1 para todo ¢ > T.

.‘0 25. Considere o problema de valor inicial
V'+2y"+6y=0, »0)=2, y(0)=a=0.

(a) Encontre a solucao y(f) deste problema.
(b) Encontre a tal que y =0 quando 7= 1.
(¢) Encontre o menor valor positivo de 7, em fun¢do de a, para o qual y = 0.

(d) Determine o limite da expressdo encontrada no item (c) quando o — .

ol

&' 26. Considere o problema de valor inicial
V' 2a + (@ + 1)y=0. »0)=1, y(0)=0.

(a) Encontre a solucao y(f) deste problema.
(b) Para a = 1, encontre o menor 7 para o qual [w(7)| < 0,1 parat>T.
(c) Repita o item (b) paraa = 1/4, 1/2 ¢ 2.

(d) Usando os resultados dos itens (b) e (¢), coloque em um grafico os valores de 7" em
funcao de a e descreva a relagao entre 7 e a.

27. Mostre que (e cos ut, " sen ut) = ue*”.
28. Neste problema, esquematizamos um modo diferente de obter a formula de Euler.

(a) Mostre que y,(f) = cos t e y,(t) = sen ¢t formam um conjunto fundamental de solugdes de

" +y=0; ou seja, mostre que sao solucdes e que seu wronskiano nao se anula.

(b) Mostre (formalmente) que y = ¢ também ¢ solucdo de y” +y = 0. Portanto.
e = cicost+ ¢rsent (1)
para constantes ¢, e ¢, apropriadas. Por que isso ocorre?

(c) Fagar=0na Eq. (1) para mostrar que ¢, = 1.

(d) Supondo que a Eq. (14) ¢ valida, diferencie a Eq. (1) e depois faga 7 = 0 para concluir

que ¢, = i. Use os valores de ¢, € ¢, na Eq. (1) para chegar a formula de Euler.



29. Usando a formula de Euler, mostre que

cost= (e +e™)/2, sent=(e"—e™)/2i.

PR — erlr

30. Se ¢" ¢ dado pela Eq. (13), mostre que é' 7, quaisquer que sejam 0s numeros

complexos r, e 7.
1 2

31. Se € é dado pela Eq. (13), mostre que

d o
—e' = re
dt

T

para qualquer nimero complexo 7.

32. Considere a equacdo diferencial
ay" +by' +cy =0,

em que b? — 4ac < 0 e a equaciio caracteristica tem raizes complexas / + iu. Substitua y
pelas fungoes

u(t)y=ée" cosut e o(t)=e" sen ut

na equacdo diferencial confirmando, assim, que elas sdo solugodes.

33. Se as fungoes y, e y, formarem um conjunto fundamental de solugdes de y" + p(t)y" + q(t)y
= 0, mostre que entre dois zeros consecutivos de y, existe um, e apenas um, zero de y,. Note
que esse comportamento ¢ ilustrado pelas solucdes y, = cos 7 e y, = sen 7 da equacdo y” +y
=0.

Sugestdo: Suponha que f, e 1, sao dois zeros de y, entre os quais nao existe zero de y,.

Aplique o teorema de Rolle a y,/y, para chegar a uma contradicio.

Mudanca de Variaveis. Algumas vezes, uma equagdo diferencial com coeficientes variaveis,

v+ p()y + q()y = 0, (i)

pode ser colocada em uma forma mais adequada para encontrar uma solugdo através de uma mudancga
da variavel independente. Vamos explorar essas ideias nos problemas de 34 a 46. Em particular, no
Problema 34 mostramos que as equagdes conhecidas como equagdoes de Euler podem ser
transformadas em equacdes com coeficientes constantes por uma mudanca simples da variavel
independente. Os problemas de 35 a 42 sio exemplos desse tipo de equacdo. O Problema 43
determina condi¢des sob as quais a equacao mais geral Eq. (i) pode ser transformada em uma equacao
diferencial com coeficientes constantes. Os problemas de 44 a 46 fornecem aplicacdes especificas
deste procedimento.



34. Equacoes de Euler. Uma equacdo da forma

Sd%y dy ..
I"— +al— + By = 0, (>0, (11)

dr? dt

em que « e f sdo constantes reais, ¢ chamada de equagio de Euler.
(a) Sejax = In 1 e calcule dy/dt e d*v/dr* em termos de dy/dx e d*v/dx”.
(b) Use os resultados do item (a) para transformar a Eq. (ii) em

d*y dy

—+(a—1)— + By =0. (111)
dx? dx ‘

Note que a Eq. (iii) tem coeficientes constantes. Se y,(x) € y,(x) formarem um conjunto

fundamental de solugdes da Eq. (iii), entao y,(In ) e y,(In 7) formario um conjunto

fundamental de solugdes da Eq. (ii).

Em cada um dos problemas de 35 a 42, use o método do Problema 34 para resolver a equacio dada
parat > 0.
35. A"+ +y=0
36. A" +4n +2y=0
37. A" +30+1.25v=0
38. A" —4n’ - 6y=0
39. A" —4n' +6y=0
40. A"—1n'+5r=0
41. A" +3n'-3v=0
42, A"+T70+ 10y =0
43. Neste problema vamos determinar condigdes sobre p € ¢ de modo que a Eq. (i) possa ser
transformada em uma equacdo com coeficientes constantes através de uma mudanca da
variavel independente. Seja x = u(f) a nova variavel independente, com a relagdo entre x e 7

a ser especificada mais tarde.
(a) Mostre que
.
dy dx dy d*y dx\" d*y d°x dy

dt ~ dt dx’ a2~ \dt ) a2 - drr dx -’

(b) Mostre que a equacao diferencial (1) torna-se

dx 2 d2y . d*x . )(!)d_.\' dy +at)y =0 -
dt ] dx? dr? ! dt ) dx oy == (1v)

(c) Para que a Eq. (iv) tenha coeficientes constantes, é preciso que os coeficientes de d”y/dx’

e de y sejam proporcionais. Se ¢g(f) > 0, entdo podemos escolher a constante de

proporcionalidade como 1; logo,

x= u(t)= /lq(!)]]"edh (v)

(d) Com x escolhido como no item (c), mostre que o coeficiente de dy/dx na Eq. (iv)

também ¢ constante, desde que a expressao



q'(t)+ 2p(t)q(r) (vi)
2[q(1)]¥?

seja constante. Assim, a Eq. (1) pode ser transformada em uma equacdo com coeficientes
constantes através de uma mudanga da variavel independente, desde que a funcdo (g" +

2pq)/q** seja constante. Como este resultado serd modificado, se g() < 0?

Em cada um dos problemas de 44 a 46, tente transformar a equa¢do dada em uma com coeficientes
constantes pelo método do Problema 43. Se isso for possivel, encontre a solucdo geral da equacio
dada.

4. ' +et
45, J‘,u + 30’; + sz = 0_’ —oo<t<o
46. " H(E -1y +Fy=0, 0<f<w

Exercicios de raizes repetidas

Em cada um dos problemas de 1 a 10, encontre a solugao geral da equagao diferencial dada.
. y"=2y"+y=0
2. B'-6+y=0
3. 4" -4 -3p=0
49"+ 120" +9y =0
Y -2+ 10y =0
6. V' —6"+9=0
7. A "+17+4 =0
8 16y" +24y"+9y=0
9. 25" -20)' +4y=0
10. 2" +2y'+y=0

Em cada um dos problemas de 11 a 14, resolva o problema de valor inicial dado. Esboce o
grafico da solucao e descreva seu comportamento quando t cresce.

1L 9" —12y"+4y=0. »0)=2, »'(0)=-1
12. 3" —6'+9=0, »0)=0, (0)=2

13. "+6/+82y=0. »0)=-1, y(0)=2
4. ' +4' +4y=0, y-1)=2, y(1)=1

&
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&' 15. Considere o problema de valor inicial
4H"+12y"+9y =0, w0)=1, »'(0)=-4.

(a) Resolva o problema de valor inicial e faga o grafico de sua solugdo para 0 <7 <S5.
(b) Determine onde a solugdo tem valor zero.
(c) Determine as coordenadas (f,. v,) do ponto de minimo.

(d) Mude a segunda condicdo inicial para y'(0) = b e encontre a solugdo como funcio de b.

Depois encontre o valor critico de b que separa as solucdes que permanecem positivas das

gue acabam se tornando negativas



16.

Considere a seguinte modificacdo do problema de valor inicial no Exemplo 2:
V= 0259=0, W0)=2, 1(0)=b.

Encontre a solucdo em fungdo de b e depois determine o valor critico de b que separa as
solucdes que crescem positivamente das que acabam crescendo em modulo, mas com

valores negativos.

17. Considere o problema de valor inicial

' +4y+y=0, y0)=1, y"(0)=2

(a) Resolva o problema de valor inicial e faca o grafico da solucdo.

(b) Determine as coordenadas (7, v,,) do ponto de maximo.

(c) Mude a segunda condic¢do inicial para 1'(0) = b > 0 e encontre a solucdo como fun¢do de
b.
(d) Encontre as coordenadas do ponto de maximo (¢, v,,) em funcdo de b. Descreva a

dependéncia em b de t,, e de v,, quando b aumenta.

18. Considere o problema de valor inicial
N'+12y'+4y=0, y0)=a=>0, y(0)=-1.

(a) Resolva o problema de valor inicial.
(b) Encontre o valor critico de a que separa as solucdes que se tornam negativas das que
permanecem positivas.

19. Considere a equagao ay” + by + cv = 0. Se as raizes da equagdo caracteristica
correspondente forem reais, mostre que uma solucdo da equacio diferencial € identicamente

nula ou pode assumir o valor zero no maximo uma vez.

Os problemas de 20 a 22 indicam outras maneiras de encontrar uma segunda solucdo quando a

equacdo caracteristica tem raizes repetidas.

20.

21.

(a) Considere a equacgio y" + 2ay’ + a’y = 0. Mostre que as raizes da equacio caracteristica

sdo0 r; = r, = —a, de modo que uma solucdo da equacio é e ™.

(b) Use a formula de Abel [Eq. (23) da Secdo 3.2] para mostrar que o wronskiano de duas

solucoes quaisquer da equacao dada ¢
_ , _ .
”!(I) - _\'1([)_\'2([)— .\Jl(r)_\‘l([) = (1€ ._cli"

em que ¢, € constante.

(c) Seja y,(f) = €™ e use o resultado do item (b) para obter uma equacdo diferencial
satisfeita por uma segunda solucio y,(7). Resolvendo essa equagdo, mostre que y,(7) = te™.

Suponha que 7, e r, sio raizes de ar* + br + ¢ = 0 e que r| # r; entdo, exp(r,1) e exp(r,f) sdo
solu¢des da equagdo diferencial ay” + by’ + ¢y = 0. Mostre que ¢(t; 7. 1,) = [exp(r,f) —
exp(r,t)]/(r, — r,) também ¢ solucdo da equagdo para r, # r,. Depois, pense em 7, como fixo

e use a regra de L'Hopital para calcular o limite de ¢(t; |, r,) quando », — r, obtendo,



assim, a segunda solugdo no caso de raizes iguais.

22. (a) Se ar? + br + ¢ = 0 tem raizes iguais r,, mostre que
. ’ . T g u 7 g *
Lie"] = a(e™)" + b(e") + ce" = a(r— r)e". (1)
Como a ultima expressao a direita na Eq. (1) € nula quando » = r,, seeue que exp(r,f) € uma
P q q 1> Segue q p(ry
solugdode L[y]|=ay" + by + cy=0.
(b) Diferencie a Eq. (i) em relacdo a » e mude as ordens das derivadas em relagdo areaf,
mostrando, assim, que
J t J re 1 Iy 2 N ol -
T[.[c” = L ?c-’ = L[te") = ate” (r = ry )"+ 2ae”(r— ). (11)
s C

Como a ultima expressdo a direita na Eq. (i1) é zero quando r = r,, conclua que f exp(r,t)

tambeém ¢ solugao de L[y] = 0.

Em cada um dos problemas de 23 a 30, use o método de reducdo de ordem para encontrar uma

segunda solucdo da equacdo diferencial dada.

23.
24.
23.
26.
27.
28.
29.

30.
31.

Ay +4n' +6y=0, 1>0: y (=7

Ay +20"-2v=0, (>0; y()=t

Ay 30 +y=0, >0, y(@)=r"

PY" =t +2) +(+2)y=0. >0, y(@)=t

-y +4xy=0, x>0; y(x)=senx’
(x—=1p"—xy"+ty=0, x>1 ylx)=¢€

- (k- 01875y=0, x>0y (x) = x4e?F
¥V xy (P —025)y=0, x>0; y(x)=x"senx
A equacio diferencial

Y 4oy +y)=0

aparece no estudo da turbuléncia em um fluxo uniforme ao passar por um cilindro circular.
Verifique se y,(x) = exp(—dx/2) é uma soluc¢io e depois encontre a solu¢io geral na forma
de uma integral.

O método do Problema 20 pode ser estendido para equacdes de segunda ordem com
coeficientes variaveis. Se y, € uma solucdo conhecida de y" + p(x)y" + g(x)y = 0, que nao se
anula, mostre que uma segunda solucdo y, satisfaz (,/y,)’ = W(v,, ¥,)/v,>. em que W(y,, y,) é
o wronskiano de y, e »,. Depois use a formula de Abel [Eq. (23) da Secdo 3.2] para

determinar y,.

Em cada um dos problemas de 33 a 36, use o método do Problema 32 para encontrar uma segunda

solucdo independente da equacao dada.
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Ay 30 +y=0, >0, y(n)=r
n'—y +4rfy=0, t>0; v,(t)=sen(r)
(x—1p"—xp"+y=0, x>1: y(x)=¢€

XY+ (F-025)y=0, x>0; y(x)=x"senx

Comportamento de Solucoes quando ¢ — . Os problemas de 37 a 39 tratam do comportamento de

solucdes no limite quando 7 — 0.

37.

38.

39.

Se a, b e ¢ sdo constantes positivas, mostre que todas as solugdes de ay” + by’ + cy =0
tendem a zero quando f — oo,

(a) Sea>0ec>0,mas b= 0, mostre que o resultado do Problema 37 nio continua valido,
mas que todas as solu¢des permanecem limitadas quando f — oo.

(b) Sea>0e b >0, mas ¢ =0, mostre que o resultado do Problema 37 nao continua valido,
mas que todas as solugdes tendem a uma constante, que depende da condi¢do inicial,

quando 7 — oo. Determine essa constante para as condi¢des iniciais y(0) = y,, V'(0) =/,

Mostre que v = sen 7 € uma solucdo de
y"+ (ksen’t)y' + (1—kcostsent)y=0

para qualquer valor da constante k. Se 0 < k£ < 2, mostre que 1 —k cos fsen > 0 e k sen’t >
0. Observe entdo que, embora os coeficientes dessa equagdo diferencial com coeficientes
variaveis sejam nao negativos (e o coeficiente de y’ se anule apenas nos pontos ¢t = 0, 7, 27,
...), ela tem uma solugdo que nio tende a zero quando 7 — . Compare essa situa¢do com o
resultado do Problema 37. Observamos, assim, uma situacdo que nido ¢ incomum na teoria
de equagoes diferenciais: equagdes aparentemente bastante semelhantes podem ter

propriedades muito diferentes.

Equacoes de Euler. Em cada um dos problemas de 40 a 45, use a substituicdo introduzida no

Problema 34 da Secdo 3.3 para resolver a equacgdo diferencial dada.

40.
41.
42.
43.
44.
45.

A3 Ay 0. 120
Py +20+0,25vy=0, (>0
26y =5 5y =0. 120
£y +30/+y=0, >0
Ary"—8n'+9y=0, >0
ry Sy 13y=0, >0
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RESPOSTAS

Respostas dos exercicios de raizes complexas

gcos? +iesen2 ==-11312+2.4717;

e cos 3 —ig" sen 3 = =-73151 - 1,0427;

-1

e* cos(m/2) — ie® sen(m/2) = —ei = — 7,3801;

2 cos(ln 2) — 2i sen(ln 2) = 1,3385 — 1,2779i

mtcos(2 In ) + in”! sen(2 In 1) = — 0,20057 + 0,23959;

v=cg'cost+cesent
y= e cosVS 1t + Caé'! sen\V/5 ¢
y= C__e".-.:_'_ E1€_4'r

. y=celcost+ e sen t

V=g cos 2+ g senl t

. V=0, cos(312) + ¢; sen(31/2)
. v=oc7 cos(i2) + ce seni'2)
L=t + e

-1 ~rl
V=g T CosiT o Csent

. v =8 ¥ cos(3t2) + e sen(31/2)

1

Ly = 3 sen 27, oscilacio regular
=T =T . — -
. V=g cosi+ 2g7 " sen f; oscilagdo decaindo

) - .
. V=g sen EI; C'SI'_‘ilal;a{J crescente

y= (142V3) cost— (2-V/3) sent: oscilacio regular
y= 3¢ " cost+ 3¢ "*sent: oscilagio decaindo

cy=V2e T cost+V2 e 7 sen t;  oscilagao decaindo

C@u= 26" cos(V231/6) — (21N 23 e’ sen(\V/231/6)

(b) = 10,7598

@y = 2¢"" cos(V341/5) + (T1V34) e sen(\/34 1/5)

(b) T=145115

@y =2¢"cosV5i+[(a+ 2)/V5]e T senV3i

(b) a=1.50878
© ¢ ={ 7— arctan[2V5/( 2+ a)|¥V5
@ /N5

(A y=gFcost+as T ent

(b) T=1.8763

© a= % I'=74284; «a= I'=43003; a=2,T=1,5116

1
7

. ¥=c; cos(ln ) + ¢ ;5en(ln )
. ¥= c-_r'] + c:r‘l

. y=cyt ms% Int)+ ¢yt sen(% Inf)
. ¥= c-_r"5+ c{l

. ¥= I:"_E:: + I.",""._EJ
L ¥=cofcos(2Inf)+eyfsen2 In )
. ¥= cr-_'f'—c;_r'3

V= f,‘-_f_i cos(ln 1) + CEE‘_E sen(ln 1)



2,
T2 dr

= ([ COSX + (8enx, X = fe

= cre= ™ cos(V3124) + e sen(V3 12 14)

Respostas dos exercicios de raizes repetidas

=312 -317
Y=o Tt ofe

1= g cos 31 + ¢,€ sen 31

+ C:Q—-’f:

-3rd

+ Cqfe

. ¥ =ttt + cpte™

. v=e T cos(t/2) + c,e? sen(2/2)

g v

45. Nio

46. Sim, y

L. v=c& + cqté
2 y=cet

3.

4.

5.

6. y=c,e +cyte’
7. v=cet

8. y=ce

9
10
11

12. v=2t", y— o quando t— @
3.y =—¢ " cos3t + 2¢7 sen 3,
14. y=T7¢"0 + 517271y — 0 quando t — o
15. {a} v= ¢ 2 %I{‘.}_ 32
b (= 2
© 1= 16/15, yy=— f‘“ = —(,33649
@ y= e 4 (b+ Sy b=- 3
16. v=2&+(b—1)"*; b=1
U @y= e " + 3e"?
® oy =3, yy= 5 = 224664
(© y=e2+ (b Die™?
(d) £, =45{1+28)— 2quando b — o yyu=(1+28) exp[-25/1 + 25)] — = quando b — =
18. (a)y = ae ™ = {% a- 1)
=3
) a= 3
23w ="
24, oty =1"
25, w(fi=r'int
26, vty =te
27. ¥ofx) = cos i
28, wix)=x
29. yo(x) = yl4 (,—214'.?
0. y(x)=x"cosx
X
il. _ .Ql.j 2;‘) _ 2;7
y=ce fix=/2 f ()36' 2 ds + e a2
0
32. o s
ya(t) = y1(1) f Vi~ (s) exp [— f p(r) dr] ds
fin 5o
33w =r'int

Ly = Dl _ éfez“:*. y — —¢ quando {—

y — Oquando — =



. ¥y(f) = cos £

L VXY =x

.y =x"cosx

- M)y +(a by

L v=cff o fint
cy=cft e ing

L y=oisor-

Ly=cft o Int
Ly=of T+ Int

L y= c-_r‘: cos(3Inf)—+ c;r_:' sen(3 In 1)



