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Raizes Complexas e Repetidas

INTRODUCAO

Vamos continuar com nossa equacao ay +by +cy=0
em que a, b e ¢ s&o constantes.

Ja vimos que se procurarmos solucdes da forma y = e, entao r tem gque ser raiz
da equacao caracteristica

—b +Vb? — 4ac

2a
Ja vimos que, se as raizes r, e r, forem reais e distintas, o que ocorre sempre que
o discriminante b? — 4ac for positivo, entdo a solucao geral sera

y(t) = cie™t + ¢ et

y(t)=etsar’+br+c=0 Ou seja: T =

Suponha, agora, que b? — 4ac é negativo. Entdo as raizes sdo nimeros complexos
conjugados; vamos denominarelasr, =4 + izer, = 1 - i, entao

yi() = eHHEyy(8) = et



Raizes Complexas e Repetidas

RAIZES COMPLEXAS
O gue significa elevar o numero “e” a uma poténcia complexa?

y(6) = ey, (1) = et

A resposta € dada por uma relacao importante conhecida como formula de Euler.

Formula de Euler. Para atribuir significado a essas expressdes precisamos
definir a funcao exponencial complexa.

Exigimos que a definicao se reduza a funcao exponencial real habitual quando
0 expoente for real. Existem varias maneiras de descobrir como essa extensao
da funcdo exponencial deveria ser definida. Vamos usar aqui um método
baseado em séries infinitas

Lembre-se, do Calculo, de que a série de Taylor para etem tornodet=0 é:

; > (it)n ( 1)nt2n, ( 1)n—1t2n—4_ o
et=z n! —2 20! + Z 2n D) = cost +isint

n=0 n=0 3




Raizes Complexas e Repetidas

RAIZES COMPLEXAS

Desta forma, podemos adotar esta formula oit = cost 4 isint
como a definicao da exponencial complexa -

Generalizando... ¢! = cos ut + i sin ut

A

No nosso caso: eA+imt = pltolut — oAtlcogyt +isinut] = eMcosut + ietsinut

Y, (t) = e+t = oM o5yt + jeMsinput

De onde concluimos que: : . .
| Y, (t) = eA" it = A cosyt —jeMsinpt

Entretanto, nossa equacao diferencial sé tinha coeficientes reais, portanto é
desejavel, muitas vezes, expressar a solucao de tais problemas em termos de
funcoes reais.
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RAIZES COMPLEXAS

Para isso, podemos usar o Teorema 6, que afirma que as partes real e
Imaginaria de uma solucdo complexa da nossa equacao, cada uma delas,

também é solucédo da equacéo. Assim, obtemos

y2(t) = et cosut
y.(t) = eMsinut

Vamos ver se conseguimos construir o conjunto fundamental de solucades...

At At o
ertcosut ertsinut
K # = ue?*t # (

W = —
eM(Acosput —usinut) e*(Asinput+ pcosput)

Vocé pode verificar que W(y,, Y,)(t) nunca se anula; logo, a solugao geral pode
ser expressa como uma combinacao linear de y,(f) e y,(t) com coeficientes

arbitrarios.
y(t) = cie?cosut + cet sinut
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Exemplo 1
Vamos considerar a equagao: y'+y' ' +y=0
o -1+V1-4 -1++v3i 1 <3
Entdo: y(t)=e"*"=>r“+r+1=0>r,= > = > =—Ei7l
vit) = expl-tf2) cos(sqri(3t/2) + sqrt(3) expl-t2) sinlsqr (32
1 ;
Portanto: ) = -3 u=+3/2 143
1.24
E a solucéao geral sera: D;

¥

0.6
V(0) = e 2 cos(BE/2) + et 2 sin(VEL/2) oL

0.2

03 2 \\4'_)/5'," 3 10
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Exemplo 2
Vamos considerar a equacao: y'+4y =0

Entdo: y(t)=e""'=>r*+4=0=1r,==12i

= cosi2t) + sini2t)

Portanto: A =10 =2

E a solucao geral seré: 1
0.5
y(t) = c¢; cos(2t) + ¢, sin(2t) ]

0.5
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Exemplo 3
Vamos considerar a equacgao: 3y" —2y+y =0
2+V4—-12 1 x/i

Entao: = et 2_7 1=0&1r = —— — 2=
y(t) =e'" = 3r r+ Oer c 3 3

A solucdo geral sera:  y(t) = ciet/3 cos(V2t/3) + c et/ sin(V2t/3)

yit) = -exp(tdd) cos(sgr(t3) + sgr(202 expltdd) sinfsgrt(2itA) yit) = -expit/3) cos(sqri(2it’3 + sqrt (272 expt!3 sinsgrt{2)t/3)
107 1001
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Exemplo 4
Vamos considerar novamente a equacao: y'"+y' ' +y=0

Mas agora vamos adicionar as condicoes iniciais y(0)=1 e y'(0)=1
Além disso desejamos determinar o menor tempo T para o qual |y(t)|<0,1

Ja sabemos que a solucdo geral é: y(t) = cie 2 cos(V3t/2) + c,e /2 sin(V3t/2)

C1=1

- o 3
Utilizando as condicoOes inicias obtemos: 1 V3 } =>c =1c,=—=+3

—=Cct+—=c =1 V3
2 2 J yit) = expl-t2) cos(sqri32) + sqri(3) exp-t) sinisqr(3itsd)

147

Portanto: y(t) = e™%/2 cos(V3t/2) + V3e~t/?sin(v3t/2) 1?

0 2 \\4_/15’ 8 10
0.2

0.4

¥




Raizes Complexas e Repetidas

Exemplo 4
Vamos determinar o menor tempo T para o qual |y(t)|<0,1

Nossa solugdo é  y(t) = e~%/2 cos(V3t/2) + V3e /2 sin(V3t/2)

Com o auxilio de um computador grafico ou de um programa de algebra, podemos
encontrar (veja a figura) que T=2,79

yit) = exp(-t/2) cos(sqr (32 + sgrt(3) expl-tf2) sin(sgrt(3)t52)

1'4_5 yit) = expl-t2) cos(sqrif32) + sqri(3) expt) sinisqr(3ited)
1.2 143
1 124
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RAIZES REPETIDAS

Vamos continuar com nossa equacao ay +by +cy=0

em gque a, b e ¢ sdo constantes.

Mas agora vamos considerar a terceira possibilidade, a saber, quando as duas
raizes r, e r, S&0 iguais.

Esse caso faz a transicao entre os outros dois e ocorre quando o discriminante b?
—4ac=0 e r,=r,=-b/2a

O problema aparece imediatamente: ambas as raizes geram a mesma solucao

y1(t) = ce™Pt/24

Nao €& nada trivial encontrar a segunda solucao para compor o conjunto
fundamental de solucdoes (a solucao geral).

11
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RAIZES REPETIDAS
Para encontrar a solucao geral precisamos de uma segunda solucao que nao seja
multiplo de vy;.

Essa segunda solucao pode ser encontrada de diversas maneiras, usaremos aqui
um metodo descoberto por D’Alembert no século XVIII.

Lembre que, como y,(t) € uma solucao, cy,(t) tambéem é para qualquer constante c.
A ideia basica é generalizar essa observacao substituindo ¢ por uma funcao v(t) e
depois tentar determinar v(t) de modo que o produto v(t)y,(t) seja também solucao

da equacao.

Para seguir esse programa, vamos substituir y = v(t)y,(t) na equagdo ay + by +
cy = 0 e usar a equacao resultante para encontrar v(t)... .
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RAIZES REPETIDAS

Como y,(t) = e Pt/2¢ g solucdo = tentamos y,(t) = v(t)e Pt/%a
Entao
yz(t) — v(t)e—bt/Za
b
yé(t) — U’(t)e_bt/za _ %v(t)e—bt/Za
b b b2
yél(t) — U”(t)e_bt/za _ _U,(t)e_bt/za _ _vl(t)e—bt/ZCl 4+ _U(t)e_bt/za

2a 2a 4q?

Substituindo as derivadas e a propria funcdo y, na equacdo ay +by +cy =0
deixamos em evidéncia v(t)...

13
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RAIZES REPETIDAS
e Pt/2a g v (t) — év’(t) + b—zv(t) + b |v'(t) — iv(t) +cv(t); =0
a 4q? 2a

b? b?
av'(t) —bv'(t) + Ev(t) + bv'(t) — %v(t) +cv(t) =0
b?  b*
av (t)+(4a—2a+c>v(t) =0
o)+ (222221 299) Ly g )+ (22 +29) b = 0
— = e =
av(t) 4a 4a 4a v(t) avi(t) 4a 4a v(t)

av’(t) — ( v(t) =0 Db2-4ac é evidentemente zero na nossa equacao

v'(t) =0=>v(t) = ky + kst Portanto fica esta condic&o

Agora retornamos a solucao geral...

14
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RAIZES REPETIDAS

y(t) = ke Pt/2¢ 4 k,v(t)e bt/?2e
= kye7Pt20 4 (kat + ky)e~P/20
— Cle—bt/Za 4 Czte—bt/Za

Toda combinacéo linear de y, = c,e ?t/?2@ e y, = ¢, te Pt/2% & soluco.

O wronskiano destas duas solucoes é:

e_bt/za te—bt/Za
w bt bt
(Y1, ¥2)(t) = b —bt/2 bt —-bt/2a| — e7bt/al1 —— | e Pt/a| —
“2a® 0 (Tmgg) e 2a 2a

= e bt/a £ 0 forallt

Portanto y, e y, formam um conjunto fundamental de solu¢coes da equacao

15
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Exemplo 5
Vamos considerar a equacao: y'+2y"+y=0

Com as condicoes iniciais y(0)=1 e y'(0)=1

A equagao caracteristica é: r?+2r+1=0eo (r+1)?=0or=-1

1.4 1
A solucdo geral é: y(t) =cie™ " +cte™ ]

. ~ . . . . 1-
Das condigdes iniciais temos: .
I%:.E:

}$C1=1,C2=2 041

0.2 1

C1 — 1
_Cl + Cz — 1

Portanto:  y(t) = e~t 4 2te! _Dg:' R

0.4 16
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Exemplo 6
Vamos considerar a equagao: y” —y’ + 0.25y = 0, y(0) =2 v'(0) =1/2

A equacao caracteristica é: r —-r+025=0o (r—-1/2)!=0or=1/2

yitl = 2 exp(tid) - /2 expitid)

A solucdo geral é:  y(t) =ciet +cpte™t L —" \
o C . ' t
Das condicoes iniciais temos: R B SUUTRE: IR, - S

Yo = (1 = 1 ]
:>C1:2,C2:_§ -Ej

—
N = DN

1 _
Portanto: y(t) = 2e%/% — Etet/2 N

17
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Exemplo 7
Vamos considerar a equagao: y” —y’ + 0.25y = 0, y(0) =2 v'(0) =3/2

A equacao caracteristica é: r —-r+025=0o (r—-1/2)!=0or=1/2

yitl = 2 expltid) +1/2 expitid)
A solucao geral €:  y(t) =cie b+ cpte™t 1™
8-
Das condicoes iniciais temos: ;
5]

C1 — 2\ y

1 3p=>c1 =200 == ]

—C1 + cC, = T 1 2 2 4:
2)

2-

t 1
Portanto: y(t) = 2e2 + E1;315/2

002 04 05 08 :[I 12 14 16 18 2
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Reducao de ordem

Vale a pena observar que o procedimento usado nesta secao para equacoes com
coeficientes constantes €& aplicavel a equacdoes com coeficientes variaveis.
Vejamos a equacao com coeficientes variaveis a seguir:

y' +p®)y' +q(®)y=0

Supondo que y, seja solucao, para encontrar uma segunda solugao tentamos

y2(t) = v(t)y1(¢)
y2(8) = v' (©)y1(8) + v(t)y1(2)
y2 () = v"(O)y1(t) + 2v' ()y1(t) + v(O)y1 (t)

Substituindo na ODE e agrupando termos...

yiv" + Qy; +py)v' + (v +pyi +qy)v =0

19
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Reducao de ordem
y1v" + Qy; +py)v' + (1 +py1 +qy)v =0
Como y, & uma solucao da equacéo o coeficiente de v é zero, de modo que fica:
y1v" + (2y; + py)v' =0

Apesar de sua aparéncia, esta equacao, de fato, € uma equacao de primeira
ordem para a funcao v' e pode ser resolvida como uma equacao de primeira
ordem ou como uma equacao separavel.

Uma vez encontrada V', v € obtida por integracdo. Finalmente, a solucéo y e
determinada por v(t)y,(t).

Este procedimento € chamado de método de reducao de ordem, ja que 0 passo
crucial é a resolucdo de uma equacéao diferencial de primeira ordem para V', em
vez da equacao de segunda ordem original paray.

Vamos ilustrar como o0 meétodo funciona através de um exemplo.

20
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Exemplo 8

Vamos confidera}r, a equ_agéio t2y" +3ty' +y=0 t>0 y(t)=t"1
com a solugao y, ja fornecida:

Apligue o método de reducao de ordem para encontrar a segunda solucao.

y2(8) =v(@®) t™
yo () =v' () t™ —v(t) t7?
ya(t) = v" () t™ =20/ () t 2 + 2v(t) t 73

Substituindo na ODE...

t?("t =20t 2+ 2ut ) + 3ttt —vtT) +vt =0
Sv't—2v +2vt7 ' +3v -3vt t+vt =0
stv"+v' =0

S tu' +u = 0,where u(t) = v'(t)

21
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Exemplo 8
Obtivemos assim uma equagao de primeira ordem para u! tu’ + u = 0,u(t) = v'(t)

Para encontrar a solucao da equacao para u(t) aplicamos o método de separacao

de variaveis...
du du
ta+u=0<= — = f dt © In|lu| = —In|t| + C

S |lul = |t te® @ u=ct™ !, poist > 0.

C
Portanto v’ = . e v(t)=clnt+k

Entdo y,(t) = (clnt+ k)t ™t =ct ™ tInt + kt™1

Comentario: a segunda parte de y, serd desconsiderada pois ja esta incluida em y,

Assim, a solucdo geral sera | y(t) = c;t™ 1 + ¢yt tInt
22
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Exemplo 8
Podem verificar que o wronskiano dey, ey, é
3 _3
W = > t 2+ 0parat > 0 que eranossa condicao

Portanto y, e y, formam um conjunto fundamental de solu¢cbes da equacao
original parat> 0.

23
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco

24
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