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Solucoes Fundamentais

INTRODUCAO

Na ultima aula, mostramos como resolver algumas equacoes diferenciais da forma
ay +by +cy=0

em que a, b e ¢ sdo constantes. A partir desses resultados, vamos obter uma visao

mais clara da estrutura das solucoes de todas as equacoes lineares homogéneas
de segunda ordem...

Ao discutir propriedades gerais das equacdes diferenciais lineares, € conveniente
usar a notacao de operador diferencial. Sejam p e q funcdes continuas em um
Intervalo aberto | — ou seja, paraa <t < 3. Os casos a = -, 3 = «© ou ambos

estao incluidos. Entao, para qualquer funcao ¢ duas vezes diferenciavel em |,
definimos o operador diferencial L pela formula

Lyl =y @) +p@®y @) +q®y(t)




Solucoes Fundamentais

INTRODUCAO
Exemplo: se p(t) =t2, q(t) =1 + t e y(t) = sen 3t, 1=(0,21) entéo L[y] sera

L[y](t) = (sen3t) +t%(sen 3t) + (1 +t) sen 3t
L[y](t) = =9 sen 3t + 3t%sen 3t + (1 + t) sen 3t

Vamos estudar, nesta aula, a equacao diferencial linear homogénea de segunda
ordem L[y](t) = O junto com as condic¢0es iniciais...

Lyl=y"+p@®)y" +q@®y =0 y(ty) =y ¥'(to) =¥o

Queremos saber se sempre tem solucao e se pode ter mais de uma solucao.
Também, queremos saber se é possivel dizer alguma coisa sobre a forma e a
estrutura das solucdes que possa ajudar a encontrar solucoes de problemas
particulares. As respostas a essas questdoes estao contidas nos teoremas a

sequlr... 5




Solucoes Fundamentais

Teorema 1 da Existéncia e Unicidade

Considere o problema de valor inicial

Lyl =y" +p@y' +q®)y =g@®) ytd) =yo ¥ (to) = o
em que p, g e g sdo continuas em um intervalo aberto | que contém o ponto t,.

Entao, existe exatamente uma solucao y = ¢(t) deste problema, e a solucao existe
em todo o intervalo I.

Enfatizamos que o teorema diz trés coisas:

1. O problema de valor inicial tem uma solucéao; em outras palavras, existe uma solucao.

2. O problema de valor inicial tem apenas uma solugao; ou seja, a solucao e unica.

3. A solucao ¢ esta definida em todo o intervalo |, em que os coeficientes sao continuos, e é, pelo
menos, duas vezes diferenciavel ai.

Para a maioria dos problemas acima, nao € possivel escrever uma expressao util
para a solucao. Essa € uma grande diferenca entre equacoes lineares de primeira
e de segunda ordem.
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Solucoes Fundamentais

Exemplo 1:

Encontre o maior intervalo no qual a solucao do problema de valor inicial abaixo
existe com certeza.

(t*-3t)y"+ty —(t+3)y=0, y@®=2, y@®=1

Se a equacao diferencial dada for colocada nessa forma entao p(t) = 1/(t — 3), q(t)
=—(t+ 3)/t(t—3) e g(t) =0.
Os unicos pontos de descontinuidade dos coeficientessaot=0et = 3.

Logo, 0 maior intervalo aberto contendo o ponto inicial t = 1, no qual todos os
coeficientes sao continuos, € 0 <t < 3.

Portanto, esse € o maior intervalo no qual o Teorema 1 garante que a solucao

existe. (418 continuous

p(t) continuous

L,
4 U
1

Initial time point, ¢y =




Solucoes Fundamentais

Exemplo 2:
Encontre o maior intervalo no qual a solucao do problema de valor inicial abaixo

existe com certeza.
(t+1)y"—(cost)y’+3y =1, y(0)=1, y'(0)=0
Rearranjando os termos....
cost 3 1

" _ AT — 0) =1 (0) = 0
LA Ay y(0) =1, y'(0)

Logo, o maior intervalo aberto contendo o ponto inicial t = O, no qual todos os

coeficientes s&o continuos, é -1 <t < 0.
Portanto, esse € o maior intervalo no qual o Teorema 1 garante que a solucao

existe.




Solucoes Fundamentais

Exemplo 3:

Encontre a unica solucao do problema de valor inicial em que p e q s&o continuas
em um intervalo aberto | contendo t,.

y'+p@®)y' +q()y =0,y(0)=0,y'(0) =0

A funcao y = 0 para todo t em | certamente satisfaz a equacao diferencial e as
condicoes iniciais.

Devido a parte referente a unicidade no Teorema 1, essa é a Unica solucao do
problema dado.

Vamos supor outro caso, em que y, e Yy, sao duas solucdes da equacao
diferencial homogénea, ou seja L[y;] = v; + p()y; + q(©)y; =0,i=1,2

Entao, como ja vimos, podemos gerar mais solu¢cées formando as combinacoes
lineares de y, e y,. Enunciamos esse resultado como um teorema...




Solucoes Fundamentais

Teorema 2. Principio da Superposicao

Se y, ey, sao solugcoes da equacao diferencial...
Llyl=y"+p®)y +q®)y =0

entdo a combinacéo linear c,y, + c,y, tambem é solucdo, quaisquer que sejam 0s
valores das constantes c, € C,.

Para provar o Teorema 2, precisamos apenas substituir y na equacao diferencial

e lembrar que y, e y, sao solucoes...

O Teorema 2 diz que, comecando com apenas duas solucdes podemos construir
uma familia infinita de solucdes.

A proxima pergunta é se todas as solucdes da equacao estdo incluidas na
combinacao linear ou se podem existir solu¢coes com formas diferentes...

Para responder utilizamos o determinante wronskiano...



Solucoes Fundamentais

Determinante wronskiano

Supomos que y, ey, sao solucoes da equacao diferencial
Liyl=y"+p@®)y +q®)y =0
Entdo sabemos que y = c,y, + c,y, também é solucédo (Teorema 2)

As condices iniciais y(t,) =y,  ¥'(to) = Yo c1y1(to) + c2¥2(to) = Vo
obrigam c, e c, a satisfazerem as equacgoes c1y1(to) + c2y5(to) = Vo

Resolvendo obtemos:

_ Vo¥2(to) — Yoy2(to) o= —Yoy1(to) + Yoy1(to)
V1(t0)y2(to) — y1(to)y2(to) ? V1(t0)Y2(to) — ¥1(to)y2(to)

C1

O que em termos de determinantes pode ser escrito como:




Solucoes Fundamentais

Determinante wronskiano

VoYV2(to) — YoY2(to)

C — !/ !/
! V1 (to)y2(to) — ¥4 (to)y2(to)
Yo Y2(to)
_yo ya(to)
C1—

y1(to) y2(to)
V1 (to) ¥y, (to)

c1Y1(to) + c2¥2(to) = Yo
c1y1(to) + c2y2(to) = Yo

C2

v1(to) y2(to)
y1(to) ¥2(to)

__ —Yo¥1(to) + ¥oy1(to)
V1 (t0)y2(to) — ¥1(t0)y2(to)

v1(to) Yo
y1(to) Yo
V1(to)  Y2(to)
y1(to) ¥2(to)

Cyr =

= y1(to)y2(to) — ¥1(te)y2(to)

Para que estas equacles sejam validas o determinante W no denominador nao

pode ser zero

10



Solucoes Fundamentais

Determinante wronskiano

Por outro lado, se W = 0, entdo os denominadores que aparecem nas equacoes
sao iguais a zero.

Neste caso, o sistema de equacoes para obter c, e ¢, ndo tém solucao, a menos
que y, e Y, tenham valores que tambem anulam os numeradores.

Isso quer dizer que: quando W = 0, existem muitas condi¢cOes iniciais gque nao
podem ser satisfeitas, independente das escolhas de c, e de c,.

Isto leva ao Teorema 3...

11




Solucoes Fundamentais

Teorema 3

Sejamy, ey, duas solugbes da equacdo Lly]=y" +p(t)y +q(t)y =0
e suponha que as condigoes inicials... y(te) =y, V' (to) = Yo

Sempre é possivel escolher constantes c,, c, tais que: y = c;y; + C,Y, satisfaca a
equacao diferencial e as condicdes iniciais se, e somente se, o wronskiano

W =y,y, — y1¥2

nao se anulaemt,

12




Solucoes Fundamentais

Exemplo 4:

No ja vimos que y,(t) = e~?te y,(t) = e=3'séo solu¢cbes da equacao diferencial
y" +5y +6y =0

Encontre o wronskiano de y, ey,

Y1 )2

vy = ViVs — V1Vy = —e 2t3e73t 4 e 2te 73t = ™5t
1 Y2

W =

O que se pode dizer das solucoes?

Como W é diferente de zero para todos os valores de t, as funcdes y, e y, podem
ser usadas sem restricoes para construir as solucoes da equacao diferencial para
qualquer condicao Iinicial para qualquer valor de t,,.

O proximo teorema justifica a expressao “solucido geral” introduzida para a
combinacao linear c,y; + C,Y,. s



Solucoes Fundamentais

Teorema 4
Suponha que y, e y, sejam duas solucoes da equacao diferencial

Lyl =y" +p®)y" +q(t)y =0

Entdo a familia de solucbes y= c,y, + c,y, com coeficientes arbitrarios c, e c,
Inclui todas as solucoes da equacgao se, e somente se, existe um ponto t, em

que o wronskiano de y, e y, nao é nulo, ou seja W(y,,Y,)(ty) = O.

A expressao v = c,V, + C,V, € chamada solucao geral da eqguacao diferencial e
171 2)2 _ ) )
y, € Y, sao chamadas de solucOes fundamentais da equacao diferencial

Analisemos o sentido do teorema 4...

14




Solucoes Fundamentais

Teorema 4

Suponha que nao existe ponto t, em que o wronskiano nao seja nulo.

Logo, W(yy, V,)(t;) = 0, qualquer que seja o ponto t, selecionado.

Entdo (pelo Teorema 3) nao existe c;, C, tals que a solugao y = c;y; + CyY,
satisfaca a equacao diferencial e as condicdes iniciais.

Por outro lado, o Teorema 1 garante a existéncia de uma solucao.

Isso quer dizer que esta solugcao mencionada no teorema 1 n&o esta incluida na
familia de solugcGes mencionada no teorema 3, y = c,y; + C,Y,.

Assim, essa combinacao linear y = c,y; + C,Y, nao inclui todas as solucoes da
equacao diferencial se W(y,, y,) =0

O Teorema 4 diz que a combinacéo linear c,y, + c,y, contém todas as solugoes da
equacéo diferencial se, e somente se, o wronskiano de y, e y, nao € nulo

Portanto, para encontrar todas as solucdes precisamos, apenas, achar duas
solucoOes da equacao dada cujo wronskiano seja diferente de zero.

Vejamos exemplos...

15




Solucoes Fundamentais

Exemplo 5:

Suponha que y,(t) = e™fe y,(t) = e™' sdo duas solugbes de uma equacdo da
forma Lly] = y" + p(®)y" + q(©)y =0

Mostre que elas formam um conjunto fundamental de solugoes, se r; # 1,.

Vamos calcular o wronskiano de y; e y.:

.t >t
el e ? ri+15)t
W = rt rt:(rz_rl)e(l 2)
rie"t r,e’

Como a funcéo exponencial nunca se anula e como estamos supondo que r, — I

# 0, seqgue que W é diferente de zero para todo valor de t. Em consequéncia, y, e
y, formam um conjunto fundamental de solucoes.

16



Solucoes Fundamentais

Exemplo 6:

1 . ~
Mostre que y,(t) = Vt e y,(t) = - formam um conjunto fundamental de solucdes da
equacio 2t?y +3ty —y =0 set>0

Podemos verificar por substituicao direta que y,; e y, sdo solugcoes da equacao
diferencial, comecgando por y,

—t=3/2 t=1/2 1 3
th( 7 )+3t( > )—t1/2=<—§+§—1)t1/2=0

Da mesmaformaparay, 2t?(2t3)+3t(-t4) -t 1=A4-3-1Dt71=0

A seguir, vamos calcular o wronskiano W de y; e y,:

17




Solucoes Fundamentais

Exemplo 6:
£1/2 =1
W: yl J’Z — 1 =_t—3/2_1t—3/2=_§t—3/2=_ 3
! ! _4-1/2 42 2 2 Vi3
Y1 Y2 Zt t 2Vt

Como W # 0 para t > 0, concluimos que y, e y, formam um conjunto fundamental
de solucdes nesse dominio.

Fomos capazes de encontrar, em diversos casos, um conjunto fundamental de
solucoes e, portanto, a solucao geral, de uma equacao diferencial dada.

No entanto, muitas vezes isso € uma tarefa dificil, e uma pergunta natural é se
uma equacao diferencial da forma L|y] = y" + p(t)y' + q(t)y =0

sempre tem um conjunto fundamental de solucoes.

O Teorema 5 a seguir nos da uma resposta afirmativa a essa pergunta.

18




Solucoes Fundamentais

Teoremab

Considere a equacao diferencial abaixo, cujos coeficientes p e g sao continuos em
algum intervalo aberto I.

Llyl=y" +p@®)y" +q(t)y =0

Escolha algum ponto t, em |. Seja y,; a solugao da equacédo que tambem satisfaz
as condicoes iniciais

y(te) =1  y'(t) =0
e seja Yy, a solugcao da mesma equacao que satisfaz as condigoes iniciais
y(t) =0  y'(t) =1

Entao y, e y, formam um conjunto fundamental de solucdes
Analisando este teorema.... 19




Solucoes Fundamentais

Teoremab

Observe, em primeiro lugar, que a existéncia das funcbes y, e y, é garantida pelo
Teorema 1 (para cada valor inicial existe uma solucao).

Para mostrar que elas formam um conjunto fundamental de solucdes, sO
precisamos calcular seu wronskiano em t, e ver se e diferente de zero...

yi Y2

W: / /
yi Y2

-y -

Como seu wronskiano nao se anula no ponto t,;, as funcoes y, e y, formam, de
fato, um conjunto fundamental de solucOes

20




Solucoes Fundamentais

Exemplo 7:

Encontre o conjunto fundamental de solucoes especificado pelo Teorema 5 para a
equacao diferencial
y"—y =0, to =0

Ja vimos que duas solucdes desta equacao sao y,(t) = et e y,(t) = e™..

O wronskiano dessas solucdes € W(y,, ¥,)(t) =2 #0

Logo, elas formam um conjunto fundamental de solucoes.

No entanto, y,(t) e y,(t) ndo _formam o conjunto fundamental de solucoes
iIndicado no Teorema 5, ja que néo satisfazem as condicdes iniciais mencionadas
nesse teorema no ponto t, = 0 (podem verificar).

Para encontrar o conjunto fundamental de solucdes especificado no teorema,
precisamos encontrar as solucoes que satisfazem as condicdes Iniciais
mencionadas no teorema.

Vamos definir y;(t) como a solucao da equacéo que satisfaz as condigoes iniciais

21



Solucoes Fundamentais

Exemplo 7:
Vamos definir y5(t) como a solucao da equacao que satisfaz as condicoes iniciais

y0) =1 y'(0)=0

Como ja vimos a solucdo geral é:  y(t) = c;e* + ce™t

e as condicoes iniciais (17) sao satisfeitas se ¢, = 1/2 = c,. ...assim.....

1 1
y3(t) = Eet +§e_t = cosh(t)

Da mesma forma, se y,(t) satisfaz as condig0es iniciais invertidas...
y(0)=0 »y'(0)=1

1 1
teremos... V() = Eet _ Ee_t = senh(t)

22




Solucoes Fundamentais

. 1 1
Exemplo 7: Va(t) = Eet n Ee—t — cosh(t)
Se tomamos essas solucdes ) )
y.(t) = Eet — Ee‘t = senh(t)

e calculamos o wronskiano (de y; evy,).

yi Y2

_ ‘cosh t sinht
!/ !/ -
Y1 Y2

_ = cosh?t —sinh?t=1+#0
sinht cosht

W =

essas funcoes formam outro conjunto fundamental de solucdes, desta vez o
enunciado no Teorema 5. Portanto, a solucao geral também pode ser escrita
como

y(t) = kq cosh(t) + k, sinh(t)

23




Solucoes Fundamentais

Exemplo 7:
Neste conjunto de solucdes  y(t) = kq cosh(t) + k, sinh(¢t)

Usamos k, e k, para as constantes arbitrarias porque nao sdo as mesmas

constantes c, e c, da equacao

y(t) = ciet + et

Um dos objetivos deste exemplo é tornar claro que uma equacao diferencial dada
tem mais de um conjunto fundamental de solucdes; de fato, tem uma infinidade
deles. Como regra, vocé deve escolher o conjunto mais conveniente.

24



Solucoes Fundamentais

Resumo até aqui:

Para encontrar a solucao geral da equacao diferencial
y'+p@y +qy=0a<t<p

Primeiro encontramos duas solucdes y,; ey,

Logo verificamos se existe um ponto t, no intervalo a < t < g tal que W(y,, y,)(ty) =0

Se existe t,, entao y,; e y, formam um conjunto fundamental de solucoes da equacao
com a solucao geral:
y(t) = c1y1 + 627

Se as condi¢oes iniciais foram dadas para um ponto t, para o qual o W=0, entdo C,
e C, podem ser escolhidos de forma a satisfazer a condicao inicial.

25



Solucoes Fundamentais

Teorema 6
Vamos ver agora equacoes diferenciais que tém solucdes complexas...

O Teorema 6 a seguir é fundamental para tratar tais equacoes e suas solucoes

Teorema 6
Considere, novamente, a equacdo: L[y](t) =y (t) + p(D)y (t) + q(©)y(t) = 0

em que p(t) e q(t) sao funcdes reais continuas.

Se y = u(t) +iv(t) € uma solucdo complexa dessa equacéao, entdo suas partes real
e imaginaria, u(t) e v(t), também sao solucdes desta equacao.

A demonstracao é bastante simples, pois substituindo y, em L[y], por u(t) + i v(t)
obtemos duas equacoes, uma para u(t) e outra para v(t) ambas =0

Como, L[u](t) = 0 e L[v](t) = O entado u(t) e v(t) também sao solucbes da equacéo e
0 teorema esta provado
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Solucoes Fundamentais

Teorema 7 (Teorema de Abel)

Vamos ver um teorema que fornece uma forma explicita de calcular o wronskiano
de y, e y, sem conhecer as solugoes y, e y,...

Teorema 7 (Teorema de Abel) ) ,
Se y, ey, sao solucdes da equacao diferencial Llyl=y +p®t)y +qt)y =0

em que p(t) e q(t) sao continuas em um intervalo aberto I, entao o wronskiano
W(y,, y)(t) € dado por

Wy, y2)(t) = Ce_fp(t)dt

em que c € uma certa constante que so depende de y, e y,, mas nao de t. Além
disso, W(y,, ¥,)(t) ou é nulo para todo t em | (se ¢ = 0) ou nunca se anula em | (se

c #0).

27
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Teorema 7 (Teorema de Abel)

Comentarios:

Note que os wronskianos de dois conjuntos fundamentais de solucdes quaisquer
da mesma equacado diferencial sO0 podem diferir por uma constante
multiplicativa e que o wronskiano de qualguer conjunto fundamental de solucoes
pode ser determinado, a menos de uma constante multiplicativa, sem resolver a
equacao diferencial.

Além disso, como, sob as condicoes do Teorema 7, o wronskiano W é sempre
Zero ou nunca se anula, vocé pode determinar qual dos dois casos acontece
de fato calculando W para um unico valor conveniente de t.

Vamos ver um exemplo....
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Solucoes Fundamentais

Exemplo 8:

No Exemplo 6, verificamos que y,(t) = Vvt e y,(t) = % formam um conjunto
fundamental de solu¢des da equacdo 2t?y + 3ty —y =0 se t>0

Verifique se o teorema 7 permite encontrar o wronskiano dey, ey,

De aquele exemplo sabemos que W(y4, y,)(t) = —(3/2)t3/2.
Para aplicar o Teorema 7 precisamos escrever a equacao diferencial na forma-

padréao, com o coeficiente de y" igual a 1. Obtemos, entao,

o (3), L,
Y 2t)) T 2e2” T
L _3 —[Zat 2Int 3
0go p(t) = ——portanto  w (y, y,)(t) = ce 1z = ce2 " = ct >

Esta equacao fornece o wronskiano de qualquer par de solucdes. Para as solucoes
particulares dadas neste exemplo, precisamos escolher ¢ = -3/2. N
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equacoes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco
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