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Modelagem com Eq. de 12 ordem

Introducao

Modelos matematicos caracterizam sistemas fisicos, muitas vezes usando equacodes
diferenciais.

Construcao do modelo: Traduz a situacao fisica em termos matematicos.

O ponto mais critico neste passo € enunciar claramente o(s) principio(s) fisico(s) que,
acredita-se, governa(m) o processo.

A equacao diferencial € o modelo matematico do processo, em geral € uma

aproximacao.

Analise do Modelo: Implica resolver as equagdes ou obter alguma compreensao
qualitativa das possiveis solucoes. E possivel simplificar o modelo, desde que os
aspectos fisicos fundamentais sejam preservados.

Comparacao com Experimentos ou Observacoes: Confirma a solucao ( e portanto o
modelo utilizado) ou sugere um refinamento do modelo.

Vejamos alguns exemplos (além dos ja vistos nas primeiras aulas...)
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Tanque de agua salgada

Imagine um tanque de agua que no momento t=0
contém Q, libras de sal dissolvidas em 100 galdes de
agua.

Considere que a agua, contendo Y4 de libras de sal por
galdo, entra no tanque a uma taxa de r galdes por
minuto. A solucdo salina (jA homogénea) sai do tanque
com a mesma taxa.

(a) Escreva o Problema de Valor Inicial (PVI) que
descreve o fluxo.

(b) Encontre a quantidade de sal Q(t) no tanque em
gualguer momento de tempo t

rgaUnﬂn,é-Wﬂga

r gal/min

(c) Encontre a quantidade limite de sal Q, no tanque apos um longo periodo de tempo.

(d) Finalmente, ser =3 e Q, = 2Q,, encontre o instante T apds o qual o nivel de sal estd a 2% de Q,
e encontre a taxa de fluxo necessaria para que o valor de T n&o seja inferior a 45 minutos.
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Tanque de agua salgada
Se o0 sal nao e criado nem destruido dentro do tanque e esta distribuido

uniformemente podemos escrever: dQ
— = taxa de entrada — taxa de saida

dt
: dQ r
ou considerando os dados do nosso problema... —= - ?
Para encontrar a taxa a qual o sal deixa o tanque, had que multiplicar a
concentracao de sal no tanque pela taxa de fluxo, r gal/min. Como as taxas de fluxo
de saida e de entrada s&o iguais, o volume de agua no tanque permanece
constante e igual a 100 gal;, como a mistura esta “bem mexida”, a concentracéo é
uniforme no tanque, a saber, [Q(t)/100] Ib/gal. Portanto, a taxa de saida do sal no

tanque e [rQ(t)/100] Ib/min. Logo, a equacéao diferencial que governa esse processo
e: dQ r rQ

dt ~ 4 100 )
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Tanque de agua salgada

N , aQ r rQ
Entao nosso PVI é: = 0) =
dt ~ 4 100 Q) = Qo

Pense no problema fisicamente antes de iniciar sua resolucao!

Poderiamos antecipar que em alguma hora a mistura original sera essencialmente
substituida pela mistura que esta entrando, cuja concentracéo de sal € Y4 Ib/gal.

Em consequéncia, poderiamos esperar que a quantidade de sal no tangue
finalmente devesse ficar bem proxima de 25 Ib.

Também podemos encontrar a quantidade limite Q, = 25 fazendo dQ/dt igual a
Zero na equacao e resolvendo a equacao algebrica resultante para Q. :
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Tanque de agua salgada

Entdo nosso PVI é: Q _ r_ ﬂ Q(0) = Q,

dt ~ 4 100

Vamos entao resolver...

aQ rQ
Observe que a equacao ¢ linear e também € separavel

n _ r
dt 100 4
Vamos resolver aplicando o método dos fatores integrantes...

Qual o fator integrante u(t) desta equacao?

rt

Lembrando que () = e/ Pdt Obtemos u(t) = e100
Lembrando o resultado de como calcular a funcao Q(t) neste méetodo:

1 dt 4 C _rt r T_td
- — = 100 | — e100
V(O = [ Og©dt+¢ Q=T [ L e0ds +0
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Tanque de agua salgada
Como vimos...com este fator integrante podemos escrever

rt/100
Q(t) — e—T‘t/lO() [j re y dt] — e—rt/100[25€7"t/100 + C] — 25 4+ Ce—rt/lo()
Q(t) = 25+ [Q, — 25]e~"t/100 Q(t) = 25(1 — e~ Tt/100) 4 g e~Tt/100

vocé pode ver que Q(t) — 25 (Ib) quando t — «, de modo que o valor limite Q, é
25

Além disso, Q(t) se aproxima desse limite mais rapidamente quando r aumenta.

Ao analisar a solucéo note que o segundo termo a direita do sinal de igualdade é
a porcao do sal original que permanece no tanque no instante t, enquanto o
primeiro termo fornece a quantidade de sal no tangue em consequéncia da acao
dos fluxos.

Vejamos o grafico...
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Tanque de agua salgada

As solucboes para r = 3 e diversos
valores de Q, estao ilustrados na Figura

Suponha agora que r = 3 e Q, = 2Q, =
50; entao ....

Ik
= j__ﬁl_,_ﬁ_,_ﬂ- ——=_ = = = _= T _m = _m = o= =
Q(t) = 25 + [QO — 25]9_rt/100 = 25 + 253_0’03t Emﬂfﬁfﬁﬁfﬁf
L oo Y I L s S S R

AT T T T T T T T T T T T T T T T T T
Pl P e P S e e

Como 2% de 25 é 0,5, queremos encontrar o "% .= L L L L L T L T L T
instante T no qual Q(t) tem o valor 25,5. 1777027000000 00007
Substituindo t = T e Q = 25,5 na equacao 71~ 207 7 a0 7 R0 T 7 B0 T 7o
acima e resolvendo para T, obtemos

~ In(0.02) N

25.5 = 25 4+ 25790937 5 (9p = —0.03T In( 0.02) = —0.03T T ~003 ~ 130.4 min
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Qt) = 25 + 25exp(-5.65t/100)

Tanque de agua salgada

Para calcular o fluxo r requerido para que T
nao exceda 45 minutos retornamos a A0

equacao: -

P

Py

S

N

Py

AP

e

P

PPy

I PP

P

F

Q(t) = 25+ [Qy — 25]e~Tt/100 i

PR S R R S e R e B e e e e e e e e
T T T T T T T T
il

Onde colocamos t = 45 min, Q,=50 e Q(t)=25,5 e e e i e e i e e
USSPV NI NIYYY
NNV NNV YN ENNNY
~rGes) iy
25’5 — 25 -I_ 50 _ 25 e 100 1 .-":r'."; .l"'? < ."I' .I'? .3":?'-’- .I':.:' .i"j' ."f' ."F .I"? ..":|Il .-'"; .|"F '.-":r -".’ .
| | U 10 20 7, 30 an A
Resolvendo para r obtemos:
In(0.02) _
0,02 =7 945" In(0,02) = —0,45r r = 0ac 8.69 gal/min

Vamos ver outro exemplo...0 caso classico dos juros compostos... .
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Os juros compostos

Suponha que é depositada uma quantia em dinheiro em um banco, que paga juros
a uma taxa anual r.

O valor S(t) do investimento em qualquer instante t depende tanto da frequéncia de
capitalizacao dos juros quanto da taxa de juros.

As instituicOes financeiras tém politicas variadas em relacdo a capitalizacao: em
algumas, a capitalizacdo é mensal; em outras, € semanal, e algumas ate
capitalizam diariamente.

Se supusermos que a capitalizacao é feita continuamente, podemos montar um
problema de valor inicial simples gque descreve o crescimento do investimento.

A taxa de variacao do valor do investimento € dS/dt e esta quantidade é igual a taxa
segundo a qual os juros acumulam, que € a taxa de juros r multiplicada pelo valor

atual do investimento S(t). Assim.... g

— = 7S
dt r 10
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Os juros compostos

Supondo que sabemos o valor inicial S(0) = S, nosso problema é: dt
S(0) =5,
Esta € uma equacéo linear e separavel simples e sua solucao é: S(t) = Spe™t

Vamos agora comparar os resultados desse modelo continuo com a situacao em
gue a capitalizacao acontece em intervalos finitos de tempo.

Se os juros sdo capitalizados uma vez por ano, depois de t anos S(t) = Sy(1 +r)*

Se 0s juros sao capitalizados duas vezes por ano, ao final de seis meses o valor
do investimento € Sy[1 + (r/2)] e, ao final do primeiro ano, & S,[1 + (r/2)]?. Logo,

depois de t anos, temos .
r

S() = So (1 + E)

11
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Os juros compostos

Se 0s juros sao capitalizados m vez por ano, depois de t anos teremos...

r mt
S(t)=S(1+—
(£) = So (1+-)
mt
Lembrando do calculo que lim S, (1 + —) = Spe’t
m-—oo m

Vemos que € nosso resultado obtido inicialmente

Vamos agora adicionar a nossa equacao depositos (k>0) ou retiradas (k<0) numa
taxa constante k, a equacao ficaria:

dS— S+ k as S=k
dr e 07

12
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Os juros compostos

A equagao i rS =k é linear com o fator integrante e
t
~ . k
Sua solucéao geral e S(t) = Ce™ — (_>
r
o k
Pela condicao inicial... C=S,+ <;>
k
Portanto... S(t) = Spe™ + (;) (e™ —-1)

O primeiro termo na expressao € a parte de S(t) devida a acumulacdo de

retornos sobre a quantidade inicial S, e 0 segundo termo é a parte referente a
depositos ou retiradas a uma taxa k.

13
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Os juros compostos

Por exemplo, suponha que alguém abre uma conta para um plano de previdéncia privada
(PPP) aos 25 anos, com investimentos anuais de R$ 2.000,00 continuamente.

Supondo uma taxa de retorno de 8% ao ano, qual sera o saldo no PPP aos 65 anos?
Temos S, =0, r = 0,08, k = R$ 2.000,00 e queremos determinar S(40).

2000

k
S(t) = Spe™ + <F> (e —1) S(40) = 0 + (W) (€00840 _ 1)

S(40) = (25000)(e3? — 1) = R$ 588.313,00

E interessante notar que a quantidade total investida é R$ 80.000,00, de modo
gue a quantia restante de R$ 508.313,00 resulta do retorno acumulado do
Investimento.

O saldo depois de 40 anos também é bastante sensivel a taxa. Por exemplo,
S(40) = R$ 508.948,00 se r = 0,075 e S(40) = R$ 681.508,00 se r = 0,085. y
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Poluicao

Considere uma lagoa que contem, inicialmente, 10 milndes de galbes de agua fresca.
Agua contendo um produto quimico indesejavel flui para a lagoa a uma taxa de 5 milhdes
de gal/ano (galGes por ano) e a mistura sai da lagoa a mesma taxa.

A concentracao y(t) do produto quimico na agua que entra varia periodicamente com 0
tempo t de acordo com a expressao y(t) = 2 + sen(2t) g/gal (gramas por galao).

Construa um modelo matematico desse processo de fluxo e determine a quantidade de
produto quimico na lagoa em qualguer instante. Desenhe o grafico da solucao e analise a
solucéao.

15
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Poluicao

Como os fluxos de entrada e de saida de agua sao iguais, a quantidade de agua na
lagoa permanece constante com 107 galbes.

Vamos denotar o tempo por t, medido em anos, e a massa do produto quimico por
Q(t), medida em gramas. Assim,

C;—f = taxa de entrada — taxa de saida
ou considerando os dados, nosso PVI é...
Ccilg (2 + sin 2t)(5x10°) — Q; ) Q(0)=0
Pois a taxa de saida é: [Q(t) g/107 gal][5 x 106 gal/ano] = Q(t)/2 g/ano
dq q(t)

Definindo q(t)=Q(t)/10° e =5(2 + sin2t) — — q(0) =0 .
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Poluicao
Reescrevendo nossa equacao fica...

d t
dz+q(2)=10 + 5 sin 2t q(0) =0

A equacéo é linear e, embora a expressao a direita do sinal de igualdade seja uma
funcao de t, o coeficiente de g (1/2) é constante.

Logo, o fator integrante é e?2. Multiplicando por esse fator e integrando a equacao
resultante, obtemos a solucao geral:

q(t) = e t/? Jet/z(lO + 5sin 2 t)dt

Como resolver essa integral?

17
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Poluicao
Por partes... je“z sin 2tdt = {—%e“z COS2t + %Qe“z coS 2tdt)}

— —le”zcoszu1 1e“zsinZt—Eje“zsintht
2 42 4

= —le”2 c032t+le“23in 2t —ij'e“z sin 2tdt
2 8 16

gje”zsin 2tdt = —Ee“2 cosZt+le”zsin 2t+C
16 2 3

[ e!/25in 2tdt = —Ee“2 cosZt+£e“2 sin2t+C
. 17 17

5[e2sin2tdt = —4—0e”2 COSZt-FEet/Z sin2t +C
. 17 17

18
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Poluicao
Desta forma a solucao (apos simplificacéo) fica:

40 10
q(t) = e~ t/? [206”2 —Eet/z cos2t +Eet/2 sin2t + C]

t) = 20 0 2t+10 in2t 599 -2

q(t) = 17cos 17sm 17 e

A figura mostra um grafico da solucéo 22“

junto com a reta q = 20. O termo oL AN ANYANYA WY

v V V V \V

exponencial na solucdo & importante °
para valores pequenos de t, mas
diminui  rapidamente quando t
aumenta. No fim, a solucao vai ¢
consistir em uma oscilacao, devido .
aos termos sen(2t) e cos(2t), em torno 2

do nivel constante q = 20. 2 4 6 8 10 12 1 16 18 2 ¢,
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Lista de exercicios disponivel em:

Disciplina TE315 (Equac0Oes Diferenciais para Engenharia Elétrica)

Gabaritos disponiveis no mesmo endereco

20
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