i Conjunto de problemas 5.2

1. Se uma matriz triangular superior 3 por 3 possui elementos diagonais 1, 2, 7, como € pos-
sivel saber se ela pode ser diagonalizada? Qual ¢ A?

2. (a) Se A% =1, quais sdo os possiveis autovalores de A?
(b) Se essa matriz A4 for 2 por 2, e ndo / ou —/, encontre seu trago e seu determinante.
(¢) Seapnmeira hinha for (3, —1), qual serd a segunda limha?

3. Fatore as seguintes matrizes em SAS "

4. Se A= ] encontre A'* diagonalizando 4.

5. Encontre a matniz 4 cujos autovalores sejam 1 e 4 ¢ os autovetores sejam m ¢ [f], respec-
tivamente. (Dica: A = SAS™)

6. Encontre todos os autovalores e 0s autovetores de

R
A=|1 11
1% i

e apresente duas matrizes de diagonalizacdo diferentes S.

7. Suponha que 4 = uv' seja uma coluna multiplicada por uma linha (uma matriz de posto 1).

(a) Multiplicando-se A vezes u, mostre que u ¢ um autovetor. Qual é o valor de \?
(b) Quais sdo os outros autovalores de A? Justifique sua resposta.
(c) Calcule o trago (A) a partir da soma da diagonal e da soma dos valores de As.

8. Quais dessas matrizes ndo podem ser diagonalizadas?

2 -2 2 0 2 0
2 —2] $ 2 =2 3 [2 2’
9. Suponha que A4 possua autovalores 1, 2, 4. Qual ¢ o trago de 4%? Qual ¢ o determinante

de (4™

10. Suponha que as matrizes de autovetores S possua ST = S-'. Mostre que 4 = SAS™ é simé-
trica e possui autovetores ortogonais.

11. Diagonalize a matriz 4 = [: ‘:J ¢ encontre uma de suas raizes quadradas — uma matriz, tal
que R?> = A. Quantas raizes quadradas ha nesta matriz?

12. Se os autovalores de 4 sdo 1, 1, 2, quais das seguintes alternativas sdo verdadeiras? Se a
alternativa for verdadeira, justifique; se for falsa, dé um contraexemplo.

(a) A é invertivel.
(b) A ¢ diagonalizavel.
(¢) A4 ndo ¢ diagonalizavel.

13. Mostre, calculando diretamente, que 48 ¢ B4 possuem 0 mesmo trago quando:
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c d
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| e 8=

Deduza que AB — BA = I ¢ impossivel (exceto em dimensdo infinita).

14. Suponha que os inicos autovetores de A4 sejam multiplos de x = (1, 0, 0). Verdadeiro ou falso:
(a) 4 ndo é invertivel.
(b) A possui um autovalor repetido.
(¢) A ndo ¢ diagonalizavel.



Os problemas 15 a 25 abordam matrizes de autovalores e de autovetores.
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16.

17.
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24,

Se A possui A; = 2 com autovetor x, = [;] e\, =5comx, = m utilize SAS ' para en-
contrar A. Nenhuma outra matriz possui 0s mesmos A’s € x’s.
Fatore as duas matrizes abaixo em 4 = SAS™:
1 2 11
A= e A= :
0 3 2 2

Verdadeiro ou falso? Se as n colunas de S (autovetores de 4) sdo independentes, entdo:
(a) A ¢éinvertivel.

(b) A4 é diagonalizavel.

(¢c) Séinvertivel.

(d) S ¢ diagonalizavel.

Se os autovetores de 4 sdo as colunas de /, entdo 4 ¢ uma matriz . Se a matriz de
autovetores S ¢ triangular, entdo S é triangular e 4 é triangular.

Suponha que 4 = SAS~'. Qual ¢ a matriz de autovalores de 4 + 2/? Qual é a matriz de
autovetores? Verifiquese 4 + 2/ =( )( )( )™

Sed=SAS"entdo A2 =()()()ed'=()()().

: ; o 1 1
Apresente a matriz mais geral que possua autovetores H e l-' ]

Encontre os autovalores de A, B, AB e BA:

10 1
11 0 1

1 4

A L3

, B=[ ] 4B =

weft )

Os autovalores de 4B (sdo iguais aos) (ndo sdo iguais aos) autovalores de 4 multiplicados
pelos autovalores de B. Os autovalores de AB (sdo) (ndo sdo) iguais aos autovalores de BA.
Descreva todas as matrizes S que diagonalizam a seguinte matnz A:

4 0

A=l 5|

Em seguida, descreva todas as matrizes que diagonalizam A~
Encontre os autovalores de 4, B¢ 4 + B:

1 0
11

1 1

A= 0 1

| 8-
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Os autovalores de 4 + B (sdo 1guais aos) (ndo sdo 1guais aos) autovalores de 4 mais os
autovalores de B.

Os problemas 25 a 28 abordam a diagonalizabilidade de A.

25.

26.

Se os autovalores de A4 forem 1 ¢ 0, mostre tudo o que ¢ possivel saber sobre as matrizes

Ae A%

Amatnz 4 = ‘ : ;l ndo ¢ diagonalizavel, pois o posto de 4 — 3/ ¢ . Altere um elemento



para tornar A diagonalizdvel. Que elementos vocé poderia alterar?

27. Verdadeiro ou falso? Se os autovalores de 4 sdo 2, 2, 5, entdo a matriz certamente ¢€:
(a) invertivel.
(b) diagonahzavel.
(b) ndo diagonalizavel.

28. Complete as matrizes abaixo de modo que det 4 = 25. Entdo, traco = 10, e A = 5 seja
repetido! Encontre um autovetor com Ax = Sx. Essas matrizes ndo serdo diagonalizaveis,
pois ndo ha uma segunda linha de autovetores.

9 4] % Azllo 5]-

A=
1 -5

8
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Os problemas 29 a 33 abordam poténcias de matrizes.

29. (Recomendado) Encontre A e S para diagonalizar 4 no problema 30. Qual é o limite de A*
quando k£ — ~0? Qual ¢ o limite de SA*S-'? Nas colunas desta matriz de limite, ¢ possivel
visualizar

30. A* = SA*S! tende a matriz nula como k — oc se, e somente se, todo A possuir valor abso-

luto menor que . Neste caso, A* — 0 ou B* — 0?
il 0,6 04 B = 0,6 09
7104 06 101 06/
31. Diagonalize A e calcule SA*S~' para provar esta formula para A*;
12 1 : ¢ _ 1 [3+1 3k-—1
A_[l 2] possut A =33 _ 3"+l]'

32. Diagonalize B e calcule SA*S~' para provar esta formula para B*:

3 3k 3% -2

b=l 9 0 2*

possui B =

33. Encontre A e S para diagonalizar B no problema 30. Quanto ¢ B'u,, para esses vetores u,?

_ |3 | 3 _|6
uo—], o=\ _] e u,=|_|.

0
Os problemas 34 a 45 mostram novas aplicagdes de A = SAS.

A 0

34. Se A = SAS', diagonalize a matriz de bloco B = [o &

]. Encontre suas matrizes de auto-
valores e autovetores.

35. Teste o Teorema de Cayley-Hamilton sobre matriz de Fibonacci 4 = [: ;] O teorema pre-
véequeA’—A—-I=0,jaquedet (A—N)éN—-A-1.

36. Suponha que 4 = SAS™'. Empregue os determinantes para provar que det4 = A A,... A =
produto dos valores de A’s. Esta prova rapida so funciona quando A4 ¢

37. Se A= [; 3] entdo det (4 — M) € (A — a) (A — d). Verifique a afirmagdo de Cayley-
-Hamilton quanto a (4 —al ) (4 —dI') = matriz nula.



38.

39.

40.

41.

42.

43.

Substitua 4 = SAS ' na equagdo (4 - M) (A= NT) -~ (4= A[T) e explique por que
isto gera a matriz nula. Estamos substituindo a matriz 4 pelo nimero A no polinémio
p(A) = det (4 — A\I'). O Teorema de Cayley-Hamilton afirma que este produto ¢ sem-
pre p (4) = matriz nula, mesmo que A ndo seja diagonalizavel.

O trago de S multiplicado por AS ' iguala o traco de AS ' multiplicado por S. Assim, o
trago de uma matnz diagonalizavel 4 iguala o trago de A, que ¢

Suponha que 4Ax = Ax. Se A = 0, entdo x esta no espago nulo. Se A = 0, entdo x esta no
espaco-coluna. Esses espagos possuem dimensdes (n —r) + » = n. Entdo, por que nem toda
matriz quadrada possui n autovetores linearmente independentes?

Considere todas as matrizes 4 4 por 4 que sdo diagonalizadas pela mesma matniz fixa de
autovetores. Mostre que as matrizes A formam um subespago (¢4 e A, + A, possuem esse
mesmo S). Qual € o subespago quando S = /? Qual ¢ sua dimensdo?

Suponha que 4> = A. No lado esquerdo, A multiplica todas as colunas de 4. Qual dos nos-
s0s quatro subespacos contém autovetores com A = 1? Qual subespago contém autovetores
com A\ = 0? A partir das dimensdes desses subespacos, 4 possui um conjunto completo de
autovetores independentes e pode ser diagonalizada.

Se A= [ "’ ‘z'} e AB = BA, mostre que B = [: :] também ¢ diagonal. B possui 0s mesmos

auto de 4, mas diferentes auto . Essas matrizes diagonais B formam um
subespaco bidimensional do espaco matricial. 48 — BA = 0 fornece quatro equagdes para
as incognitas a, b, ¢ e d — encontre o posto da matriz 4 por 4.

44. Encontre os autovalores e autovetores de ambas as matrizes de Markov 4 e 4™ abaixo.

Explique por que 4'% esta proxima de A™:

0,6 0,2]

04 08 G

-

173 1/3
2/3 2/3)

45. Se A for 5 por 5, entdo AB — BA = matriz nula fornece 25 equagdes para os 25 elementos

de B. Mostre que a matriz 25 por 25 ¢ singular exibindo uma solu¢do ndo nula B.



